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1 Einleitung

Die Vektoroptimierung (Polyoptimierung, mehrkriteriale Optimierung, Opti-
mierung bei mehrfacher Zielsetzung) gewinnt in den Anwendungen stindig an
Bedeutung, da im Prinzip jede praktische Aufgabe der Entscheidungstheorie ei-
ne mehrkriteriale Aufgabe darstellt. Ein fundamentaler Begriff dieser Theorie ist
der Begriff der PARETO-optimalen oder effizienten Losung. Er ist eine Verall-
gemeinerung des Maximums einer numerischen Funktion auf den Fall mehrerer
solcher Funktionen: die Losung ist PARETO-optimal, wenn keines der Kriterien
verbessert werden kann, ohne daf ein anderes schlechter wird. Dieser Begriff geht
auf V. PARETO (1848 -1923) zuriick, der ihn in 6konomischen Fragestellungen
verwendet hat.

Es existiert bereits eine umfangreiche Literatur zur Vektoroptimierung (vgl.
ACHILLES/ELSTER/NEHSE (1979), NEHSE (1982)), deren Anféinge in den
flinfziger Jahren liegen, obwohl einzelne Ergebnisse, oft in anderer Formulierung,
schon frither existierten (vgl. STADLER (1979)).

Die vorliegende Arbeit ist Fragen der Dualitéitstheorie in der Vektoroptimie-
rung gewidmet. Die Idee dualer Vektoroptimierungsprobleme wurde bereits 1951
von GALE, KUHN und TUCKER aufgeworfen, die auch grundlegende Resul-
tate fiir den linearen Fall erhielten. In den letzten 10 Jahren sind eine gan-
ze Reihe von Arbeiten erschienen, verbunden mit den Namen SCHONFELD,
BRECKNER, ISERMANN, KORNBLUTH, RODDER, BITRAN, GROS, TA-
NINO/SAWARAGI, NOGIN, NAKAYAMA, CORLEY, GERSTEWITZ u.a. ,
wobei die Autoren nicht immer die Beziige zu vorhandenen Ergebnissen anga-
ben. Okonomische Deutungen fiir Dualproblemen wurden von BITRAN (1981)
und RODDER (1980) gegeben, Anwendungen der Dualitéit in der Approxima-
tionstheorie findet man bei JAHN (1983).

Das Hauptanliegen der vorgelegten Schrift besteht in vergleichenden Untersu-
chungen und einer kritischen Analyse der genannten Arbeiten. Aufserdem wer-
den einige neue Resultate zum Problemkreis der Dualitétstheorie und deren
Grundlagen bewiesen.

Im zweiten Kapitel wird nach einigen einfiihrenden Definitionen und Bemerkun-
gen eine Existenzaussage fiir eigentliche Maximalelemente (eigentlich effiziente
Losungen) bewiesen. Es wird dann eine allgemeinere Definition fiir eigentliche
Maximalelemente bei nicht notwendig konvexen Problemen, die an frithere Defi-
nitionen von LAMPE (1980) und GERSTEWITZ (1983a) ankniipft, sowie eine
dquivalente Beschreibung dieser eigentlichen Maximalelemente durch geeignete
nichtlineare skalare Ersatzprobleme angegeben. Auch auf gewisse Fehler in den
genannten Arbeiten wird eingegangen.

Im dritten Kapitel werden einige bekannte Dualprobleme fiir das lineare Vek-
tormaximumproblem auf der Basis ihrer Zielmengen verglichen. Dazu werden
im Abschnitt 3.2 einige Hilfsmittel bereitgestellt. Als Ausgang dient ein alge-
braischer Darstellungssatz. Daraus wird eine verallgemeinerte Version des be-
kannten FARKAS-Lemmas gewonnen, wodurch ein anderer Beweis fiir einen
Dualitéttssatz von ISERMANN (1978) angegeben werden kann. Der Vergleich
der unterschiedlichen Dualproblemen zeigt, daf im wesentlichen nur andersarti-
ge Darstellungen ein und derselben dualen Zielmenge benutzt wurden. Schliefs-
lich wird ein Sattelpunktsatz von RODDER mit geéinderter Beweisanordnung
reproduziert und auf einen Fehler in RODDER, (1977) hingewiesen.



Das vierte Kapitel beginnt mit der Wiedergabe der Theorie konjugierter Punkt-
Menge-Abbildungen nach TANINO/SAWARAGI (1980), wobei von einer et-
was allgemeineren Definition ausgegangen wurde und gewisse Voraussetzun-
gen abgeschwécht werden konnten. Durch eine zum Dualitdtsschema von JO-
LY/LAURENT analoge Konstruktion wird unter Verwendung dieser Konju-
gierten ein Dualproblem gewonnen, welches mit dem Dualproblem von BIT-
RAN (1981) iibereinstimmt. Unter Ausnutzung der Ergebnisse von SCHON-
FELD (1970), LAMPE (1981) und JAHN (1983) wird ein allgemeines Sche-
ma zur Gewinnung von Dualproblemen mittels Skalarisierung und FENCHEL-
Konjugation entwickelt. Fiir das allgemeine Dualproblem, aus welchem durch
Spezialisierung die Probleme von SCHONFELD und JAHN hervorgehen, wer-
den starke Dualitdtsaussagen bewiesen. Fiir das Dualproblem von BITRAN
(1981) werden einige neue Resultate, darunter ein inverser Dualitétssatz, bewie-
sen. In Weiterfithrung der Untersuchungen von NEHSE (1981) und GERSTE-
WITZ (1982) werden WOLFE-duale Probleme betrachtet. Fiir eine modifizierte
Variante dieser Probleme wird gleichfalls ein inverser Dualitdtssatz angegeben.
Auferdem wird eine Reihe von Fehlern in NAKAYAMA (1981) aufgedeckt; fiir
einen Sattelpunktsatz, dessen Beweis dort unkorrekt ist, wird ein neuer kurzer
Beweis vorgestellt. Fiir ein von GERSTEWITZ (1983b) stammendes Dualpro-
blem werden - allerdings fiir eine etwas gednderte Fassung - wesentlich kiirzere
Beweise der Dualitétssétze angefithrt. Auf eine fehlende Voraussetzung in GER-
STEWITZ (1983b) wird hingewiesen. Unter Verwendung des verallgemeinerten
FARKAS-Lemmas aus Abschnitt 3.2 des dritten Kapitels wird eine notwendi-
ge Optmalitéitsbedingung fiir Vektoroptimierungsprobleme mit differenzierbaren
Ziel- und Restriktionsfunktionen ohne vorherige Skalarisierung hergeleitet.



2 Vorbereitende Definitionen und Aussagen

2.1 Problemstellung der Vektoroptimierung

Im IR" sei eine Halbordnung, d.h. eine reflexive, transitive und antisymmetrische
Relation ">’ vermoge des konvexen Kegels K eingefiihrt, also K N (—K) = {0}
und z < y genau dann, wenn y — x € K.

Wir schreiben:

x <y, falls z < y und x # y gelten;

z <y, fallsy —x € int K.

Folgende Teilmenge des Dualkegels K* von K
K# :={y e K*| yTy>0 Vte K- {0}}

wird oft das Quasiinnere von K* genannt.

BEMERKUNG 2.1: Wenn nichts anderes vereinbart wurde, wollen wir immer
K= IR’fr mit IR'fr —{z* € R"| ;>0 i=1,..,k} voraussetzen.

DEFINITION 2.1: Sei Y C IR*. Die Elemente der Menge

MinY = {p e ¥ |(Y —p) N (~K) = {0}}
heiflen Minimalelemente (effiziente Punkte) von Y.
BEMERKUNG 2.2: Es werden ebenfalls Maximalelemente betrachtet, und

zwar heifst £y Maximalelement von Y C R” , wenn -y Minimalelement von -Y
ist.

Die Menge der Maximalelemente einer Menge Y C R* bezeichnen wir entspre-
chend mit MaxY.

Wir betrachten das Optimierungsproblem :
(P) f(x) — Min, ze€G

mitf:G—>]Rk, G CIR".

Dieses ist in folgendem Sinn zu verstehen: Man bestimme die Menge aller Mi-
mimalelemente von P := f(G) + K.

Nach ELSTER/NEHSE (1980) wollen wir das Problem

mit d : G* — R, G* C E, E ein Vektorraum, ein Dualproblem zu (P)
nennen, wenn gilt

fz) £d(y)

fiir alle z € G und alle y € G*. Wir sagen dann: fiir (P) und (D) gilt die schwache
Dualitétsbeziehung.

2.2 Eigentliche Maximalelemente

In der Literatur findet man einen Reihe von im allgemeinen nicht dquivalen-
ten Definitionen der eigentlichen Maximalelemente (vgl. z.B. ELSTER/NEHSE
(1980), VOGEL (1977a)). Fiir unsere Zwecke eignet sich folgende



DEFINITION 2.2: Ein Punkt 3° € ¥ C IR* heifit eigentliches Maximalele-
ment von Y, wenn ein 20 € K# existiert mit

Ty < 0Ty iy ey.

Die Menge der eigentlichen Maximalelemente vo Y bezeichnen wir mit Max gY'.

Die im folgenden definierte K-Kompaktheit einer Menge kann zumindest im
Falle K = IRi anschaulich als ’Nordostkompaktheit’ bezeichnet werden.

DEFINITION 2.3: Eine Menge Y C RF heit K-kompakt, wenn
Y N (y + K) kompakt ist fiir alley € Y.

Man hat folgende Existenzaussage (vgl. VOGEL (1977a)):

SATZ 2.1: Wenn Y C RF K-kompakt ist, so existiert zu jedem y' € Y ein
y? € Max Y mit y? > yl.

Daraus folgt sofort

KOROLLAR 2.1: Ist Y C R¥ K-kompakt, so gilt Y — K = Max¥ — K.

Es gelten folgende Aussagen:

SATZ 2.2: Sei Y C R".

(i) MaxY = Max (Y — K).

(ii) Max gY = Max g(Y — K).

(iii) YV ist K-kompakt <= Y — K ist K-kompakt.
(iv) Max gY C MaxY.

SATZ 2.3: (FOCKE (1973)) Sei Y C IR* polyedrisch. Dann gilt

MaxY = Max gY.

Bei BORWEIN (1980) ist gezeigt:

Y ist kompakt und konvex = MaxY C Max gY’;

bei PODINOVSKIJ/NOGIN (1982) :

Y ist abgeschlossen und konvex und K = IR’_? =— MaxY C Max Y.
Bei BITRAN/MAGNANTTI (1979) findet man die Aussage:

Y ist abgeschlossen und konvex => MaxY C Max zY,

wobei aber der Beweis einen Fehler enthélt (vgl. BEMERKUNG 2.4).

Unter Verwendung einer anderen Beweisidee als in den oben genannten Arbeiten
beweisen wir:



SATZ 2.4: Sei Y C IR* abgeschlossen und konvex, IR sie durch den konvexen
abgeschlossenen Kegel K halbgeordnet. Dann gilt:

MaxY # ) = Max gY # 0.

Bewelis :

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei 0 € Max Y. Fiir den Rezessionskegel
0ty :={zcRF| y+tzcY vt>0, WyeVY}

von Y gilt dann
KnNnoety ={0}.
Angenommen, es gilt

int K* Nr.int (—OTY)* = 0.

K* und (—©1Y)* sind abgeschlossene konvexe Kegel und K* besitzt ein nicht-
leeres Inneres (vgl. BEMERKUNG 2.3). Somit gibt es ein w € IR¥, w # 0 mit
(vgl. z.B. SATZ 2.5)

wfu>0 Yue K*

und
wlv >0 Yve (OTY)"

Hieraus folgt
weK*NOMY)™* =Kn(©O'Y).

Wegen w # 0 ist dies ein Widerspruch.
Sei jetzt 20 € int K* Nr.int (—OFY)* . Es gilt
oty = (©fynLt) + L, (2.2.1)
wobei L den maximalen in ©TY enthaltenen Unterraum bezeichnet. Aus
—2% € rint (©TY)* und 0 € rintL

folgt wegen
rint [(OTY)* + L] = rint (7Y N L)*.

die Beziehung
—2% e rint (@Y NLH)*.

Da ©1Y N L' keinen nichttrivialen Unterraum enthalten kann, ist das Innere
von (©7Y N L1)* nichtleer und es gilt somit

% cint(@FY nLY)*.

Sei 29Ty = 0 fiir ein y € ©TY. Wir zeigen, dak dann y € L gilt. Wegen (2.2.1)
gilt
y=y'+y* mit y'€cOTYNLt und ¢? <€ L.

Wegen —z° € (O1Y)* = (©1Y N LY)* N LE gilt 207y2 = 0,

und wir erhalten
zOTyl —0,

was wegen —z° € int (@YY N LY)*, und y' € ©FY N L+
y' =0

zur Folge hat. Damit gilt y = 32, d.h. y € L.



Wir zeigen nun, daf ein y° € Y existiert mit
ZOTy S ZOTyO vy cv.

Seien §(.,Y) : R¥ — IR U {400} das Indikatorfunktional von Y, d.h.

0 yfallsx €Y,
+o00 sonst
und
h:RF — R U {+o0}
gemaf
h(z) = 0(x,Y) — 2%z
definiert.

Da h infolge der an Y gestellten Voraussetzungen eigentlich konvex und abge-
schlossen ist, gilt fiir die Rezessionsfunktion h©T : R¥ — IR U {400} von h
(vgl. ROCKAFELLAR (1970), Satz 8.5):

—20Ty fallsy € O1Y,
he* (y) =

+oo sonst.

Wegen —2z0 € (OTY)* gilt
hOt(y) >0 Vye R

Sei hOT(y) = 0. Dann ist 2Ty = 0, was y € L und somit hO+(—y) = 0
wegen —y € ©1Y nach sich zieht. Damit gilt (ROCKAFELLAR (1970) Korollar
13.3.4)

2% € rint dom 6*(-,Y),

es existiert also ein y° € Y mit (ROCKAFELLAR (1970) Satz 23.4 und Korollar
23.5.3)
20790 = 5*(2°Y) > 2y Yy €Y.

Aus int K* # () folgt fiir den abgeschlossenen konvexen Kegel K die Beziehung
K# =int K*. Somit ist y° € Max gY [.

BEMERKUNG 2.3: Die Forderung int K* # () ist dquivalent mit der Bedin-
gung, dak K keinen nichttrivialen Unterraum enthélt, d.h.,dat K N(—K) = {0}
ist, was eine Konsequenz der Antisymmetrie der Halbordnung (z <y & y <
xr = =y) ist.

BEMERKUNG 2.4: Seien B* = {z € R" |27z < 1} und S; ein konvexer
abgeschlossener Kegel mit S; C r.int K* U {0}. Seien weiter z° € Max P und
Z =P — Zo-

In BITRAN/MAGNANTI (1979) Theorem 3.1 wird daraus die Existenz von
t; ETj :Sijk und Zj € Z mit t; € K# und

Tty <2t <2t Vaez, VieT; (2.2.2)

gefolgert.



Betrachten wir etwa P = B? — < (1) > ,K = R2 und 2° = 0. Aus (2.2.2) und
0 € Tj folgt

2Tt <0 Vze Z(=P),
d.h.

t;e PP={tcR*|t"p<0 VpeP}—{tGIRQt—)\((l)

). Azo,

Wegen T C int IRZ U {0} folgt ¢; = 0 und somit t; ¢ K*.

Somit kann man aus (2.2.2) nicht z; € Max gP folgern, wie im Beweis des
obengenannten Theorems 3.1 behauptet wird.

KOROLLAR 2.2: Seien die Voraussetzungen des Satzes 2.4 erfiillt und es
gelte MaxY # (). Dann ist Y K-kompakt.

Bewelis :

Nach Satz 2.4 existiert ein 2° € int K* mit
ZOTy < ZOTyO vy cvY.

Angenommen, Y ist nicht K-kompakt. Dann gibt es ein § € Y derart, daf
Y N (§+ K) nicht kompakt ist. Da Y N (§ 4+ K) abgeschlossen ist , existiert eine
unbeschriinkte Folge {27} C K mit §y+27 € Y fiir alle j € N. Wegen 2° € int K*
ist dann aber die Folge {2°7 27} nach oben nicht beschriinkt im Widerspruch zu

DTG+ 27) <2Ty° vieN O

In GERSTEWITZ (1983a) werden, neben einer Ubersicht verschiedener Defini-
tionen von eigentlichen Maximalelementen, weitere Begriffe vorgeschlagen. So
wird DEFINITION 2.2 folgendermafien verallgemeinert:

DEFINITION 2.4: Ein Punkt 4° € ¥ C IR* heift eigentliches Maximal-
element von Y, wenn ein konkaves, stetiges, streng monotones Funktional
Zs R* — IR existiert mit

z(y°) = zs(y) Vy €Y.

Weiter wird dort ein zweiter Begriff eingefiihrt, der die Definitionen von BOR-
WEIN (1977) und VOGEL (1977) in gewisser Weise verallgemeinert:

DEFINITION 2.5: Ein Punkt 3° € ¥ C IR* heifit eigentliches Maximalele-
ment von Y, wenn eine offene konvexe Menge C' C IR¥ existiert mit K —{0} C C
und C N (Y —y%) = 0.

Diese Definition stellt einen schwéchere Forderung an die eigentlichen Maximal-
elemente als die Definition 3.4 in LAMPE (1980), wo die Existenz eines offenen
konvexen Kegels mit den genannten Eigenschaften verlangt wird.



In GERSTEWITZ (1983a) werden die Bezichungen zwischen DEFINITION 2.4
und DEFINITION 2.5 untersucht. Die Behauptung, da® im Falle int K # ) bei-
de Definitionen dquivalent seien, ist dort nicht korrekt bewiesen. Im Beweis der
strengen Monotonie von z, (GERSTEWITZ (1983a), Satz 2), wird folgender-
mafen geschlossen:

Sei z; : X — IR konkav und stetig, und es gelte fiir gewisse Mengen C' und D
aus X
zs(t) >0 VteC,

zs(t) <0 VteD,
und sei a € X.

Dann gibt es ein r € IR mit
zs(t)+r >0 VieC+a,

zs(t)+r <0 VteD+a.

Fiir 2(t) .= —t*+1, teR, C=(-1,1), D= (—o0,—1]U]Jl,+00) und
a = 3 existiert jedoch kein solches r € R, denn es miifste sonst einerseits

324+ 147r>0

und andererseits
224147 <0

gelten.
Wir gehen deshalb von folgender Definition aus:

DEFINITION 2.6: Ein Punkt 3° € ¥ C IR* heifit eigentliches Maximalele-
ment von Y, wenn es eine offene konvexe Menge C # ) gibt, so daR gilt:

C+(R*—{0}) CC,

cny —4%=0.

Es ist fiir die Dualitédtstheorie oft von Vorteil, wenn die Menge M (V') der eigent-
lichen Maximalelmente von Y (geméfs DEFINITION 2.6) mit Hilfe von skalaren
Problemen charakterisiert werden kann. Dazu benétigen wir zwei Hilfssétze.

HILFSSATZ 2.1: (CROUZEIX (1977)) Fiir die Mengenfamilie {Sx}rcr C
P(R*) gelte

Sy =1 Su:

pn<A
und es sei h(z) =sup {\ |z € S)}. Dann gilt:
a) Sy={zeR"|h(z)>A\};
b)  Ist S fiir alle A € IR konvex, so ist h quasikonkav;
b)  Ist S fiir alle A € IR abgeschlossen, so ist h oberhalbstetig.



HILFSSATZ 2.2: (BERGE (1963)) Sei ® eine unterhalbstetige Funktion auf
X x Y, und T sei eine unterhalbstetige Punkt-Menge-Abbildung von X in Y,
so da T'z # 0§ fiir alle z € X gilt. Dann ist

S(x) = sup {®(z,y) |y € T'z}

eine unterhalbstetige Funktion.

Nun beweisen wir:

SATZ 2.5: Ein Punkt y° € Y ist eigentliches Maximalelement von Y im Sin-
ne der DEFINITION 2.6 genau dann, wenn ein quasikonkaves, stetiges, streng
monotones Funktional z : R¥ — IR existiert mit

2(y°) > 2(y) Vyev.

Bewelis :

(i) Notwendigkeit : Sei 3 € M(Y). O.B.d.A. sei y° = 0, sonst betrachten wir
anstelle von Y die Menge Y = Y — 4% Sei e = (1,1,...,1)T. Wir setzen fiir
AelR

S)\:C-i-/\e.

Wir zeigen:

Sx=[) S

<A

Sei x € Sy und p < \. Dann ist 2 = y+ \e fiir ein y € C. Wegen y+(A—pu)e € C
gilt
z=y+\—pe+pecsS,,

und somit

SxC () S

n<A

Sei

T € ﬂSw

<A

Dann gibt es fiir jedes y mit p < Aein y,, € C mit
T =Y, + pe.
Es gilt wegen y,, € C :

lim y, = lim (z — pe) =z — Ae € C
H—A n—A
und somit z € Sy. Mithin ist

[ Su < Sa.

n<A

Nach HILFSSATZ 2.1 ist

z(z) :=sup{A|x € S)}



eine quasikonkave oberhalbstetige Funktion.

Um die Stetigkeit von z zu zeigen, geniigt es unter Beriicksichtigung von HILF-
SATZ 2.2, die Unterhalbstetigkeit der Punkt-Menge-Abbildung I" : R" —
P(IR) mit 'z = {\ |z € S)} und 'z # 0 fiir alle z € IR" nachzuweisen.

Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Unterhalbstetigkeit von I"
(vgl. BERGE (1963)) besteht darin, daf I'"G = {z € R"|Tx NG # 0} offen
ist, sobald G offen ist. Wegen

Sx=1{) Su

<A

gilt 5, € S,, sobald p > v ist.

Somit erhalten wir fiir das Intervall I = (a, b):

rI= U S\ = USA.

a<A<b a<A

Wir zeigen : "1 = int S,. Sei z € int S,, d.h. x = y 4 ae fiir ein y € C. Da C
offen ist, existiert eine Umgebung U(y) von y mit U(y) C C.

Somit gibt es ein € > 0 mit y — ee € C. Daraus ergibt sich :

xr=(y—ee)+(a+ee€ Seye, dh z€ U S).
a<A

Sei umgekehrt

T € US,\

a<

Dann existiert ein A > a mit x € Sy, d.h.

r=vy+ e firein yeC.

Daraus folgt (vgl. DEFINITION 2.6)

=W+ (A—a)e)+ae € C+ae=intS,.

Somit ist I" unterhalbstetig.

Wir zeigen noch I'z # 0 Vz € R™.

Sei 2 € IR™. Wir wihlen ein y € C und ein A € IR so gro$, daf gilt = + Ae > v.
Daraus folgt  + Ae € C' und somit x € S_y, d.h. =\ € I'z.

Setzen wir jetzt zs(x) = z(x) —2(0) fir alle x € IR", so ist 25 wieder quasikonkav
und stetig. Dariiber hinaus ist zs streng monoton, d.h., aus a = b folgt z5(a) >
zs(b). Sei a > b. Aus

be st(b)

folgt
b 2(b)e + (RL\{0}) C C

und somit

a€b+ (RT\{0}) € C+ z(b)e =int S, ) = {x]2s(x) > 25(b)},



d.h. z5(a) > z5(b). Nun folgt aus Y N C = 0 wegen C = {x|z5(x) > 0} die
Beziehung
zs(y) < z5(0) (=0) furalle yeV.

(i) Hinlanglichkeit :

Sei z ein quasikonkaves, stetiges, streng monotones Funktional mit
2(y°) > 2(y) fiiralle yeVY.

0.B.d.A. seien y° = 0 und 2(0) = 0. Sonst betrachten wir Y = Y — 4° und
2 = () — 2(0).

Sei C' = {x|z(x) > 0}. Dann ist C' # 0, denn es gilt R} \{0} C C. Wegen der
Stetigkeit von z ist C offen, und es gilt C' = {z|z(z) > 0}. Seien y € C und
x > y. Wegen der strengen Monotonie von z gilt z(x) > 2(y) > 0 und somit
x € C. Mithin ist y+ (IR} \{0}) € C. Aus 2(0) > z(y) VyeY folgt YNC = 0.
Somit ist y° € M(Y) O

BEMERKUNG 2.5: Die 1. Forderung in DEFINITION 2.6 ist, wie aus dem
obigen Beweis hervorgeht, eine direkte Folgerung aus der strengen Monotonie
von z. Ist C' ein offener konvexer Kegel mit R \{0} C C, so gilt C+ (IR’ \{0}) C
C+C C C,dennes gilt C = int C. Somit ist die 1. Forderung aus DEFINITION
2.6 bei LAMPE (1980, Def. 3.4) ebenfalls erfiillt. Mithin kann man genau wie
in SATZ 2.5 zeigen, daf jedes eigentliche Maximalelement nach der Definition
von LAMPE das skalare Problem

z(y) — max, yey

16st, wobei z ein geeignetes quasikonkaves, stetiges, streng monotones Funktional
bezeichnet.

Dafs die Umkehrung nicht mehr richtig zu sein braucht, zeigt folgendes Beispiel:
Sei

1
Y:{(;)e]RQm:t, y=7 t>1}.

Das Funktional z : int IRf_ — IR geméf

zy — 1

Z(:L‘,y) = -

ist streng monoton, denn es gilt

1
z :x_2>0 und  z, =1>0,

und konkav auf int ]Ri_7 denn dort ist die Hesse-Matrix negativ definit. Da z auf
Y identisch Null ist, gilt

sup( N )eyz(m,y) — 2(1,1).
Yy

Angenommen, es existiert ein offener konvexer Kegel C' D IR3 \{0} mit

Cm(y(}))

0.



Sei ho = (1,0)7. Wegen ho € IR3\{0} gilt hy € C, und folglich gibt es eine
Umgebung U(hg) von hg mit U(hg) € C. Wir wéhlen € € (0,1) mit he =
(1,—€)T € U(hg). Wir erhalten wegen Ah, € C fiir A > 0

1—c¢
€

1—¢ 11 1
. h6_<6_1 )eY—(1>.

Somit ergibt sich der Widerspruch

he € C.

Offenbar gilt

1—c¢
€

hEeCﬂ(Y< 1 >).

KOROLLAR 2.3: Es gilt M(Y) C MaxY.

Bewelis :

Sei y € M(Y) und angenommen, es gibt ein w € Y mit w > y. Dann gilt
z(w) > z(y) fur jedes streng monotone Funktional z im Widerspruch zu SATZ
2.5 0.

BEMERKUNG 2.6: In GERSTEWITZ (1983a) findet man noch folgenden
Satz (Satz 4.):

Ist 4 € Max Y, so existiert ein konkaves, stetiges, monotones Funktional z, so
dafs gilt
2(y°) > 2(y) fiir alle y €Y.

Der Beweis enthélt denselben Fehlschlufs wie Satz 2, die Aussage ist jedoch rich-
tig, denn man kann z(x) = 0 nehmen. Die Aussage 148t sich nicht dahingehend
verschérfen, dafl ein konkaves, stetiges, streng monotones Funktional mit der
obigen Eigenschaft existiert, denn sei

cos T T 37
Hx) = ( sinx + 1 )’ rei= (577}

FirY = f(G) — IRi gilt, wie man leicht nachrechnet, 0 € Max Y. Sei z streng
monoton und stetig, und es gelte

z2(0) > z(f(z)) firalle ze€G.

Dann folgt



2.3 Trennung konvexer Mengen

Es seien hier einige Trennungssétze aufgezahlt, auf die in der Arbeit 6fter Bezug
genommen wird.

SATZ 2.5: Seien A und B disjunkte konvexe Mengen und A sei offen. Dann
existieren ein nichttriviales lineares Funktional z und o € IR mit

2Ta<a<z2Th Yae A, Vbe B.

SATZ 2.6: Seien A und B disjunkte konvexe Mengen, wobei A abgeschlossen
und B kompakt sei. Dann existieren ein nichttriviales lineares Funktional z und
aq, 0z € IR mit

Ta<oqg <ag<2Tb Va € A, VbeB.

SATZ 2.7:(BRAGARD/VANGELDERE (1977))

Seien Ki,Ko C IR"™ zwei abgeschlossene konvexe Kegel und S; = K; N
(=K;), i=1,2. Wenn K> polyedrisch ist und K71 N Ky C 57 mit K7 # 57 gilt,
so existiert ein nichttriviales lineares Funktional z mit

2T >0 Vo € K1\S1,
2Te=0 Vo € S1 4+ 5o,
2Te <0 Vo € Ks.

3 Dualitat in der linearen Vektoroptimierung

In diesem Kapitel werden die wichtigsten der aus der Literatur bekannten Du-
alpaare dargestellt und ihre Beziehungen zueinander untersucht.

3.1 Dualitatskonzepte in der linearen Vektoroptimierung
3.1.1 Das Dualpaar von GALE/KUHN/TUCKER

Fir
zeR"”, yeR, weR™ veRF HeR"™

und fiir gegebene
A c IRmxn7 B c IR,le7 O c kan

betrachten wir die Vektoroptimierungsprobleme:

H — Max, H — Min,

Cz > Hy, uT'B <vTH,
(P1) Az < By, (D) uTA>0TC,

x>0, u >0,

y > 0; v > 0.



SATZ 3.1: (vgl. GALE/KUHN/TUCKER (1951))

(1) Max P; = Min Dy;

(i) Max P, # (0 (bzw. Min D; # 0)) genau dann,
wenn Py # () und Dy # (.

(ili) Ist Hy € Max P; mit z = zp und y =
( Hp € Min Dy mit u = ug und v = vy), so gilt
Cl’o = Hoyo (uOTB = ngo).

(iv) Ist Hy € P, mit z = z¢ und y = yo
und Hy € Dy mit u = ug und v = vg, wobei
Cxo = Hoyo und ul B = vl Hy gilt, so ist
H() S MaxP1 ﬂMinDl.

Setzen wir in (Py), (D1) I =1, so erhalten wir

h — Max, h — Min,
Cx >h, uTh < vTh,
(Py) Az <D, (Dg) ulTA>TC,
x> 0; u 2> 0,
v > 0.

Dariiber hinaus wollen wir auch folgende Modifikation (vgl. BEMERKUNG 3.3)

des obigen Paares betrachten:

Czr — Max, h — Min,
Ax < b, uTh =vTh,
(Ps) x>0; (D3) uTA>0TC,
u >0,
v > 0.

3.1.2 Das Dualpaar von KORNBLUTH

Indem wir die Bezeichnungen aus 3.1.1. beibehalten, definieren wir:

Czr — Max, uTB — Min,

Az < By, ATy > CTo,
(P4) x> 0 5 (D4) u > O7

y > 0; v > 0.

Es gilt (vgl. KORNBLUTH (1974)):

SATZ 3.2: (Py) ist 16sbar fiir ein yo > 0 genau dann, wenn (Dy) fiir ein vg > 0

l6sbar ist.



3.1.3 Das Dualpaar von RODDER

Mit denselben Bezeichnungen wie in 3.1.1. (k = [) 148t sich das Dualpaar von
RODDER (1976) wie folgt schreiben:

Cr — Max, uT B — Min,
(Ps) Az < Byo, (Ds)  ATu> CTyy,
x>0; u>0, yo>0.

SATZ 3.3:

(i) Es gilt Cx ¢ BTu fiir alle zuliissigen z und v.

(ii)  Entweder gilt Ps = () und D5 = (§ oder es ist
Max Ps N Min D5 # 0.

3.1.4 Das Dualpaar von ISERMANN

Fiir € R", U e R**™ definieren wir:

Czr — Max, Ub — Min,
(Ps) Az < b, (Dg) UAw £ Cw,
z>0; fir alle w > 0.

(Dg) ist dquivalent zu

Ub — Min,
(D) t"(UA-C) >0,
tTU > 0 fiir ein ¢t > 0.

BEMERKUNG 3.1: Die Aquivalenz von (Dg) und (D}) kann wie folgt gezeigt
werden:

Sei U zuléssig fiir (Dg). Angenommen, es gilt UAw < Cw fiir ein w > 0, so
erhalten wir den Widerspruch t7(UA — C)w < 0 fiir all t > 0. Somit ist U
zuldssig fiir (Dg).

Sei U zuléssig fiir (Dg). Betrachten wir die konvexen abgeschlossenen Kegel
Ki=-RE, Ko={zeRF|z=UA-C)w, w>0}

Nach SATZ 2.7 existiert ein t € IR¥, so daf gilt:
tTe <0 Vo € K1\S1,

tTe =0 Vr € S1 + S,

tTex >0 Vo € Ks.



Daraus folgt ¢ > 0 und t*(UA — C)w > 0 fiir alle w > 0, d.h. tT(UA - C) >0,
was die Zuléssigkeut von U fiir (Dj) zeigt.

Folgender Satz enthélt die wichtigsten Aussagen iiber (Pg) und (Dg) (vgl. ISER-
MANN (1978)):

SATZ 3.4 :

(i) Es gilt Cz 3 Ub fiir alle zuléssigen « und U.
(ii)  Ist b # 0, so gilt Max Ps C Min Dg

(i) Min Dg C Max P

3.1.5 Duale Probleme vom WOLFE-Typ

Fiir affine Funktionen geht das Dualpaar aus GERSTEWITZ (1982a) iiber in

Cz — Min, Cz+ L(b— Az) — Max,
(Pr) Az > b, (D7) dz > 0 mit
ZT(C —~LA)=0T, L>0.

oder mit dem modifizierten WOLFE-dualen Problem aus Abschnitt 4.3 :

Cx =+ L(b — ALE) — 1\/[&)(7
(D%)(= (D10))3z > 0 mit
ZT(C — LA) = ()T7 ST > 0.

3.2 Einige Hilfssitze und das Lemma von FARKAS

Wir beweisen zunéchst folgendes

LEMMA 3.1: Seien A € R™*", B ¢ IR*" mit KernA C KernB. Seien v €
R, v#0, yecIR™ y'A=v"B gilt genau dann, wenn es ein U € RP*™
derart gibt, daf gilt: UA =B, 47U =y”.

Bewelis :

a) Sei UA = B, vTU = y”. Dann gilt v7UA = vTB und vTUA = yT A, also
vIB =yTA.

b) Sei u = (Uit -+, Ui, ULy« vy Uiy« -y Upls« -+, Upm )| . Wir betrachten das



zu UA = B, vTU = yT dquivalente Gleichungssystem

a11 azi
0 0
0 0
a12  a22
0 0
0 0
Q1n A2n
0 0
0 0
U1 0
0 V1
0 0

wobei U = ||U'Lj||7

Am1 0
0 ai
0 0

Am2 0
0 ap
0 0

Amn 0
0 A1n
0 0
0 (%)
0 0
U1 0

A = [lagll,

a21

a22

B = ||bi]|

am2

(3.2.1)

In der zu (3.2.1) gehorenden erweiterten Koeffizientenmatrix fithren wir folgende
Umformungen aus, wobei 0.B.d.A. vy # 0 sei. Wir addieren das (—2*)-fache der

i-ten Spalte (i = 1,2, ...

a11

Q1n

U1

am

am.n

U1

1 0

ail

A1n

,m) zur (i+ (k— 1)m)-ten Spalte (k = 2,. "
addieren wir geeignete Vielfache der Zeilen mit den Nummern j+1,j42, ..
n — 1 zur j-ten Zeile (5 =1,2,...,n) und erhalten schlieflich:

am1

aran

,p). Dann
S J+

Zle v;bs1

bp1

i=1 V; bzn

bpn

Y1

Ym

Nach Addition geeigneter Vielfache der letzten m Zeilen zu der (kp + 1)-ten

b1
bo1

b12
b2

bln
b2n
n

Y2

Ym




Zeile (k=0,1,...,n — 1) und Umordnung der Zeilen ergibt sich:

UlE 0 0 ce 0 Yy
o AT 0 ... 0 bo
0 0 0 AT by
0 0 0 0 %(’UTB —yTA)T

wobei b; = (bi17 ceey bin)T ist.

Aus KernA C KernB folgt leicht die Losbarkeit von ATu = b; (i =1,...,p)
und somit wegen vT B = yT A auch die Lésbarkeit von (3.2.1) O.

KOROLLAR 3.1: Scien a,y € R", b,v€IRP mit a0 und v #0.

yTa = vTb gilt genau dann, wenn es ein U € IRP*™ derart gibt, daf gilt Ua =
b, vTU =yT.

Beweis:

Aus a # 0 und aé = 0 fiir £ € IR folgt £ = 0 und mithin b = 0. Somit folgt die
Behauptung aus LEMMA 3.1 (n=1) [

Als Folgerung aus LEMMA 3.1 erhalten wir néichststehende Verallgemeinerung
des Lemmas von FARKAS (vgl. ROCKAFELLAR (1970)).

SATZ 3.5:

Seien A € R™*", B € RP*" mit KernA C KernB. Genau eines der folgenden
Systeme besitzt eine 16sung:

Az <0, Bz >0 (3.2.2)
UA=B, 2'Uu>0, z>0. (3.2.3)

Beweis:

Nach LEMMA 3.1 ist das System (3.2.3) genau dann lgsbar, wenn es ein y > 0
gibt, so dak gilt:
B =yTA, (3.2.4)

Wir zeigen zunéchst, daf die Systeme (3.2.2) und (3.2.4) nicht gleichzeitig losbar
sind. Sei z eine Losung von (3.2.2) und (y, z) eine Losung von (3.2.4). Dann ist
einerseits 27 Bz > 0 und andererseits 27 Bx =y Az < 0, was ein Widerspruch
ist.

Nun geniigt es zu zeigen, daf beide Systeme nicht glechzeitig inkonsistent sein
kénnen. Wir geben dafiir zwei Beweise an.

I. Sei (3.2.4) nicht 16sbar. Dann gilt K1 N Ko = § mit K; = {w € R"|w =
ATy, y>0}und Ko = {u € R"|u= BTz, z>0}. Nach ROCKAFELLAR
((1970), Satz 6.6) gilt B (intIR"}) = r.int BT (R"}) und es ist somit r.int Ky =
K. Wir wenden SATZ 2.5 auf die Mengen K5 und K;Naff K5 an, welche konvex,
disjunkt und nichtleer sind, letzteres wegen 0 € K; N aff Ko. Somit existieren
ein lineares Funktional ¢ auf aff K5 und ein o € IR mit

Tw<a<tlu Yw e Ky Naff Ko, Yu € K,



wobei, wie man leicht sieht, « = 0 gewihlt werden kann. Nun liRt sich aber ¢
zu einem Funktional ¢ auf R™ fortsetzen (vgl. ELSTER etc. (1977) Satz 2.35),
so dafy gilt

tTw<0<tTu Yw e K1, Yuée Ks.

Mithin ist 27 Bt > 0 fiir alle z > 0 und daher auch Bt = 0. Aus y? At < 0 fiir
alle y > 0 folgt leicht At < 0, und somit ist ¢ eine Losung von (3.2.2).

II. Angenommen (3.2.2) hat keine Losung. Betrachten wir das Optimierungs-
problem
Bx — Max, Az <0,

bedeutet dies, daf 0 € Max {Bz | Az < 0} gilt und wegen SATZ 2.3 existiert
ein 2z > 0 mit 0 = max {27 Bz | Az < 0}. Das duale Problem

0Ty — min, yTA=2:"B, y>o0,

besitzt somit eine Losung (vgl. z.B. VOGEL (1970)), mit anderen Worten ist
das System (3.2.4) 1osbar 0.

BEMERKUNG 3.2:

In der gewohnlichen linearen Optimierung kénnen die Dualitéitsaussagen direkt
aus dem Lemma von FARKAS hergeleitet werden. Wir zeigen jetzt, wie SATZ
3.4 (ii) aus SATZ 3.5 gefolgert werden kann.

Sei b # 0 und Cxy € Max Ps. Angenommen, es gibt ein 1 > 0 mit Az; < 0 und
Cxy > 0. Dann ist A(x1 +x9) < b, 14z > 0 und folglich muf Cxy + Cxg #
Cxg gelten. Aus Czy = 0 ergibt sich im Widerspruch dazu Czy + Cxg = Cxyg.

Somit sit folgendes System inkonsistent
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Nach SATZ 3.5 existieren (U, V1, s) und z > 0 mit

A b
(U, Vi,s) | —E 0 | =(C,Cx), 27Uy >0, 2TVvi>0, 2Ts>0
0T 1

bzw. dquivalent dazu,

LU A-C) >0, 2TU >0,
Uib+s=Cxg, 275>0. (3.2.5)

Daraus folgt
2TU Axg > 2T Cag = 2TUb + 27's,



und somit ist einerseits
2TUL (b — Azg) 4+ 275 0.
wegen Azg < b, 2TU; > 0 und 27s > 0 gilt andererseits
2TUL (b — Azo) 4+ 275 > 0.

also ist
2P0z =2TUb+ 2Ts = 27U, Axo.

Es folgt nun leicht
2Ts=2TCxo—2TUb= —ZTUl(b — Axp) <0 und mithin 2Ts=0.

Wegen z7s = 07b, 2 >0, b# 0 existiert nach KOROLLAR 3.1 ein U, mit
27Uy = 07 und Usb = s.

Sei Uy = Uy + Us. Dann gilt
ZT(U()A — C) > O, ZTUO > 0,

d.h., Uy ist zuldssig fir (Dg) ind (3.2.5) geht iiber in Upb = Czy. Nach SATZ
3.4 (1) fO].gt Uyb € Min Dg.

3.3 Vergleich einiger Dualititskonzepte

In diesem Abschnitt werden die Relationen zwischen den in Abschnitt 3.1 vorge-
stellten Problemen untersucht. Als Ausgangspunkt dient dabei das Problempaar
von GALE/KUHN/TUCKER ((Py), (D1)) bzw. ((P2),(D2)) , ((P3),(D3)).

Wir stellen folgende Bemerkung voran:

BEMERKUNG 3.3:
(i) Es gilt offenbar Max P, = Max Ps.

(ii) Es gilt Min Dy = Min D3. Es geniigt Do C D3 zu zeigen. Sei hg € Do. Dann
ist ho = h1 +k mit k € IRi und vTb < vThy, uTA > vTC fiir gewisse v > 0

und v > 0. Sei r = (%(vTho—uTb),O,...,O)T und hy = hg —r. Es gilt r € IRi

und vThy = vThy — vTr = wTb und somit hg = he + 7 € Ds.

(iii) Nach BEMERKUNG 3.1 ist die Dualaufgabe von FIALA (1981) identisch
mit der Dualaufgabe von ISERMANN aus Abschnitt 3.1.4.

Die Beziehungen zum Dualpaar von KORNBLUTH ((FPy), (Dy4)) bilden den In-
halt von

SATZ 3.6: (RODDER (1977))
(i) Ist Hy € Max Py, mit 2 = 29 und y = yo, so gilt Czy € Max P, fiir y = yo.

(ii) Ist Czg € Max Py fiir y = yq, so existiert ein Hy € Max P; mit = ¢ und
Y = Yo-
(iii) Fir (D) und (D4) gelten die analogen Aussagen.

Beweis:



(i) Angenommen, es gibt ein x > 0, so dafs Cx > Cxo und Ax < Byg. Nach
SATZ 3.1 (iii) gilt Czp = Hoyg. Sei ¢ = Cz — Cxp und

@0 .00
Yeq

H =Ho+ | ... ... ... ..
@0 . 0

Dann gilt H; > Hg und Hyyo = Hoyo + ¢ = Cx und mithin H; € P; im
Widerspruch zur Maximalitat von Hy.

(ii) Nach dem Effizienztheorem (SATZ 2.3) gibt es ein vg > 0 mit
vl Cxg = max {vl Cx | Az < Byy, x>0}

Nach dem Dualitiitssatz der linearen Optimierung folgt vl Czg = ul By, fiir ein
up Mmit ugA > ng, uo > 0. Nach KOROLLAR 3.1 existiert ein Hy mit

Hyyo = Cxp und UgHO = ugB.

Nach SATZ 3.1 (iv) gilt Hy € Max P;.
(iii) Folgt aus der Symmetrie der Probleme .

Die Relation zum Dualpaar von ISERMANN ((Fs), (Dg)) zeigt folgender

SATZ 3.7: (vgl. auch ISERMANN (1978))

(i) Es gelten Dg C D3 und Min Dg C Min Ds;

(ii) Ist b # 0, so gelten D3 C Dg und Min D3 C Min Dg.
Beweis:

(i) Sei Ugb € Dg. Aus tT(UgA—C) >0, tTUy > 0 erhalten wir mit u? = tTUy:
uTb=tTUb, wTA—t>0, w>0, t>0.

Somit ist Upb € Ds.

Sei hg = Upb € Min Dg. Angenommen, es gibt ein hy mit ul'b=vThy, uTA>
vT'C fiir gewisse u >0, v >0, so daR hy < hq gilt. Wir withlen

w1 U2 Um
U] 0 0 0
0 0 0

Dann ist vTU; = o7 und somit vTU; A > vTC und vTU; >0 .

Aus SATZ 3.4 (iii) folgt Upb = Cxp fiir ein xg > 0 mit Azg < b und wir erhalten
den Widerspruch :

vIUb > vT U Ay > 0T Cxg = 0T Ugb = v hg > v hy = 0T U4 b.

Somit ist hg € Min D3.

(ii) Sie hg € Ds3. Dann existieren v > 0 und v > 0 mit u”b = vThy, u?A >
vTC. Nach KOROLLAR 3.1 existiert ein Uy mit Uyb = hy und vTUy = u”.
Somit ist vTUyA = uT A > vTC und vTUy > 0, d.h. hy € Dg.

Sei hg = Upb € Min D3. Angenommen, es gilt U;b < Upb. Aus (i) folgt U1b € Ds
und somit Uyb = Upb. Mithin ist Upgb € Min Dg [l.



BEMERKUNG 3.4:

Bei ISERMANN (1978) fehlt die Bedingung b # 0, die, wie in spétere Arbeiten
gezeigt wurde (vgl. z.B. LAMPE (1980)), wesentlich ist. In LAMPE (1980) ist
jedoch der Beweis der Beziehung Min Dg C Min D3 nicht korrekt.

Beziiglich des Problempaars von RODDER ((Ps), (Ds)) gilt folgender

SATZ 3.8:

(i) Sei Hy € Max Py fir x = 29 und y = yo sowie Hy € Min D; fir v = g
und v = vy und Hy sei symmetrisch. Dann gilt Czy € Max P5 () Min D5 und
C!L‘O = BTUO.

(ii) Seien Cxy € Max Ps, BTug € Min D5 und es gelte Czg = BTuy. Dann
existiert eine symmetrische Matrix Hy, die beide Probleme (P;) und (D;) l6st.

Beweis:

(i) Nach SATZ 3.1 (iii) miissen Cxg = Hoyo und ul B = yl Hy gelten, also ist
Czo = BTug. Der Rest der Behauptung folgt jetzt aus der schwachen Duali-
tatsaussage (SATZ 3.3 (i)).

(ii) Seien Cxy = (a1,as,...,a)", yo = (b1,b2,...,0x)T und w? =
(wlla w12, ..., W1k, W22, W23, ..., W2k, W33, ..., W3k, ... )wk‘k)'

Das Gleichungssystem

bp by bs ... b O O ... O O ... 0 ... O
0O b 0 ... 0 by by ... by O ... 0 ... 0
0 0 bl 0 0 b2 0 b3 bk 0 w =
o o 0 ... by 0 0 ... b2 O ... by ... bg
ist wegen
b1 be by
det 0 b 0 #0
0 0 ... by
l6sbar.

Bezeichnen wir mit Hy die symmetrische Matrix

w11 w12 e W1k
w12 w22 e Wk

)
w1 W2k ... Wkk

so Lt sich das System in der Form Hyyo = Czg schreiben. Somit gilt HI yq =
Hoyo = Czo = BTuy. GemiR SATZ 3.1 (iv) folgt die Behauptung OJ.

Um eine Verbindung zum WOLFE-dualen Problem (D7) herzustellen, schicken
wir folgendes Lemma voran.

LEMMA 3.2:

Seien a € R}\{0}, b€ R}. Es gilt v'a = b'y fir v € int R}, y € R™
genau dann, wenn es ein L € R™™ mit L > 0 derart gibt, daR gilt: Ly =
a, vTL=>5".

ay
as
as

Qg



Beweis:

1) Selen Ly =a, v =0, > 0. Dann gilt v* Ly = v aund v Ly = b~ vy,
i) Seien L TL=b", L>0.D ilt vT'L T doTL b?
also vTa = bTy.

(i) Sei wT = (W11, -+, Wim, Wals- -« Wamny« -, Wil - -+ s Wpim ). Wir betrachten
das zu Ly = a, vTL = b" Aquivalente System

Y1 Ys Ym O 0 0 0 0 0
0 0 0 y1 ¥y Ym 0 0 0
I 0 0 0 0y ¥ Ym _
Av=1"0 0 0 vy O 0 U 0 o |*~
0 U1 0 0 V2 0 0 Un 0
0 0 (%1 0 0 (%] 0 0 Un
(3.3.1)
mit w > 0. Sei v € R™™ derart gewihlt, dak gilt u”.A > 0. Daraus erhalten
wir durch einfache Rechnung fir b, ¢ IR 1, i=1,...,m

(1 (blyl +...+ bmym) + (unJrlbl + ...+ unerbm)Ul >0,
u2(b1y1 +...+ bmym) + (Un+1b1 +...+ un+mbm)v2 > 07

Un(D1y1 + - oo 4+ bnym) + (Ung1b1 + -+ o + Ungpmbm)vn > 0.

Es folgt weiter fiir a; e IR, j =1,...,n.
(wray + ...+ unan)bTy + (upt1br + ...+ un+mbm)vTa > 0.

Nach Voraussetzung gilt b7y = v"a > 0, mithin ist

uT<Z>20.

Nach dem Lemma von FARKAS (vgl. ROCKAFELLAR (1970)) ist daher das
System (3.3.1) lésbar und jede Losung @ ergibt eine Matrix L = ||| der
geforderten Art [J .

BEMERKUNG 3.5:

Das zu (Pr) nach GALE/KUHN/TUCKER duale Problem (vgl. auch BEMER-
KUNG 3.3 (ii)) kann, wie man leicht sieht, wie folgt geschrieben werden:

h — Max

2Th=y"b
(D3) ZO=y"A

y=>0

z > 0.

Wir erhalten folgenden

SATZ 3.9:




Ist die durch C vermittelte Abbildung surjektiv, dann gilt : Dy = Dj.
Beweis:
(i) Sei Cx + L(b— Az) € D7. Dann ist fiir ein z > 0:

(C—-LA) =0T, L>o.
Wir setzen 2 L = 7 und erhalten

20 =yTA, y>0 und

Z(Cx+ L(b— Az)) = 2TLb + 27(C — LA)x = y™.

Somit gilt D7 C Dj.
(ii) Sei h € Dj. Wir unterscheiden zwei Félle:

a) y = 0. Wir withlen L = 0 und haben somit 27(C — LA) = 07. Wegen der
Surjektivitat von C existiert ein x € IR™ mit Cx = h, und somit gilt:

h=Cx+ L(b— Azx) € D;.

b) y = 0. Wegen der Surjektivitidt von C existiert ein x € R" mit h = Cz. Aus
2TC = yT A und 2Th = y7'b erhalten wir

yTo—yT Az =yTb— 2TCx = 2Th — 27 Cu,

d.h.
yT(b— Azx) = 27 (h — Cx).

Nach LEMMA 3.2 existiert eine Matrix L > 0, so daf
Z’L=y" und L(b—Az)=h-Cx

gelten, also ist
h=Cx+ L(b— Az) € Dy O.

Folgendes Beispiel zeigt, daft auf die Surjektivitat von C' oder auf eine dazu
dquivalente andere Bedingung nicht verzichtet werden kann.

BEISPIEL 3.1:

1 2 1 1 00 1
Seien C=| -1 -2 -1 |, A=(0 10|, b= 0
1 2 1 00 1 0

Esgilt h = (1,0,—1)T € D}, denn mit y = 0ist (1,2,1)C = 0T Aund (1,2,1)h =
07b.

Wir zeigen h ¢ Ds. Angqnommen, es existieren z = (21,22,23)7 >0, L =
Ilill, 1 > 0und = € R® derart, daf gilt:

Z1(C—LA) =0T (3.3.2)
Cz + L(b— Az) = h. (3.3.3)

Aus (3.3.2) erhalten wir leicht L = 0. Somit geht (3.3.3) {iber in Cx = h, d.h.



(1,2, 1) = 1,
—(1,2,1)z =0,
(1,2,1)CU = _17

Dies kann aber fiir kein 2 € IR® gelten [J.
Die Bedingung der Surjektivitéit von C wird nicht mehr ben6tigt, wenn man die

modifizierte Form des WOLFE-dualen Problems (D%) benutzt. Allerdings mufs
der triviale Fall A = 0 und b = 0 aufter Betracht gelassen werden.

SATZ 3.10:
Es gelte Az # b fiir mindestens ein « € IR". Dann gilt : D = DZ.
Beweis:

(i) Sei Cx + L(b— Az) € D%, dh. 27(C — LA) =0T, 2TL>0T, 2> 0sind
erfiillt. Mit 37 = 27 L gilt y > 0, 27C = yT A und daher

2T(Cx+ L(b— Az)) = 2T Lb+ 2T (C — LA)x = y7b.

Daraus folgt Cz + L(b— Ax) € Dj.
(ii) Sei h € Dj. Dann gilt

Th=yTy, 2TC=yTA, 2>0, y>0.
Sei Az’ # b. Es folgt

yl(b—Az') = 2Th — 27Ca’ = 2T (h — C2'),

2#0, b— Az’ #0.
Nach KOROLLAR 2.1 existiert ein L mit
L(b—Az'y=h—C2' und 2TL =47

Somit gilt h € D/, a.

3.4 Sattelpunkte und lineare Vektoroptimierungsproble-
me

Es gibt unterschiedliche Moglichkeiten, den Sattelpunktbegriff fiir Vektorfunk-
tionen zu verallgemeinern. Wir erkléren zunécht:

DEFINITION 3.1:

Seien S CR", T CIR™, f:8xT — R". (z9,u9) € S x T heift verall-
gemeinerter Sattelpunkt von f beziiglich S x T, wenn fiir alle (z,u) € S x T
gilt:

f(x,uo) # f(o,u0) ¥ f(zo,u).

Diese Definition ist #iquivalent zur Definition von RODDER (1977).

Folgendes Lemma wird im weiteren benotigt:

LEMMA 3.3:
Sei K € R™*"™. Wir betrachten das Problem

Ku — Min,
u > 0. (3.4.1)



ug 16st (3.4.1) genau dann, wenn ein y € IR™ mit y > 0, >, y; = 1 derart
existiert, dafl gilt:

y'K >0, y'Kug=0.
Beweis:

Sei ug eine Lésung von (3.4.1). Dann gibt es ein y > 0 mit » .-, y; = 1 (vgl.
SATZ 2.3), so dafs
yEuy = minuzoyTKu.

Die Annahme, es gelte (y” K); < 0 fiir ein j € {1,2,...,n} filhrt zu
infuZOyTKu = —00.

Es muf also yTK > 0 gelten. Dann gilt auch yTKu > 0 fir alle v > 0 und
mithin
0> minuZOyTKu = yTKuo > 0.

Sei nun yT K > 0 und y" Kup = 0. Aus y" K > 0 folgt leicht

min uZOyTKu =0,
d.h.

minuZOyTKu = yTKuo.

Nach SATZ 2.3 ist ug eine Losung von (3.4.1) 0.
Wir betrachten nach RODDER, (1977) folgende Funktion:

uwTB wlAz ... uTAx

Fiir feste # € R™ und v € R™ ist dann L(z,u) € R**\.

Es gilt

SATZ 3.11:

(i) L hat einen verallgemeinerten Sattelpunkt beziiglich IR} x IR'}" genau dann,
wenn (Py) fiir ein gewisses yo losbar ist;

(i) Ist (w0, uo) ein verallgemeinerter Sattelpunkt von L beziiglich IR!} x IR"}" ,s0
16st zp (Py) fir ein yo;

(i) Wenn zy (Py) mit y = yo lost, so existiert ein ug > 0, so da® (xq,up) ein
verallgemeinerter Sattelpunkt von L beziiglich IR!} x IR']" ist.

(ii) L hat einen verallgemeinerten Sattelpunkt beziiglich IR"} x IRY" genau dann,
wenn (D) fiir ein gewisses vy 1dsbar ist;

(iiy) Ist (wo,uo) ein verallgemeinerter Sattelpunkt von L beziiglich IR’} x IRY"
,80 168t ug (Dy) fiir ein vop;

(iiz) Wenn ug (Dy4) mit v = vg 16st, so existiert ein xg > 0, so daf (xg,ug) ein
verallgemeinerter Sattelpunkt von L beziiglich IR!} x IRY" ist.

Beweis:

Aus Symmetriegriinden geniigt es, eine der Aussagen zu beweisen. Wir beweisen
(i).

Sei (g, ug) ein verallgemeinerter Sattelpunkt von L beziiglich IR'} xIR" . Daraus
folgt, dak ug das Problem



L(zp,u) — Min,
u > 0.

16st.

Dieses Problem ist dquivalent zu

u'B uTAzg ... uT Az
— — Min,
uTB uwTAzg ... uTAzxg
u >0
Wegen der Gleichheit der Zeilen geniigt es,
u' (B — (Axg, ..., Azg)) — Min, u >0, (3.4.2)

zu betrachten.

Nach LEMMA 3.3 hat dieses Problem genau dann die Losung ug, wenn folgendes
System eine Losung y = yo hat:

By - AZ‘O > Oa
ul (By — Azg) = 0, (3.4.3)

y >0, zm:ylzl
i=1

Weiter mufs xg das Problem

uwd Az ... ulAx

(Cz,Cx,...,Cx) — — Max, ,x>0

ulAz ... ul'Az
16sen. Wegen der Gleichhheit der Spalten geniigt es das reduzierte Problem zu

ul A
(C— . |)—Max, ,z>0 (3.4.4)
ud A

zu betrachten.

Nach LEMMA 3.3 hat dieses Problem genau dann die Losung x(, wenn folgendes
System eine Losung v = vy hat:

IO — uOTA <0,
vI'C —ul'A)zy =0, 3.4.5
0

k
v >0, Zvi: 1.
i=1



Aus (3.4.3) und (3.4.5) folgt, dak xg eine Losung von

vI'Cx — max,
Ax < Byg (3.4.6)
x>0

ist. Nach SATZ 2.3 16st xg (Py) flir y = yo. Sei umgekehrt z( eine Losung von

(Py) fir y = yo. Nach SATZ 2.3 existiert ein v > 0, Zle v; = 1, so dal zq
eine Losung von (3.4.6) ist. (3.4.3) und (3.4.5) sind aber die KUHN-TUCKER-
Bedingungen fiir das Problem (3.4.6) und miissen somit fiir ein gewisses ug
erfiillt sein. Das bedeutet wiederum nach LEMMA 3.3, daf x( eine Lésung von
(3.4.4) und ug eine Losung von (3.4.2) ist, d.h., (2, up) ist ein verallgemeinerter

Sattelpunkt von L beziiglich IR} x R'!". O

Aus diesem Satz und aus SATZ 3.6 folgt leicht
KOROLLAR 3.2:

L hat einen verallgemeinerten Sattelpunkt beziiglich IR} x IR’} genau dann,
wenn (P;) ((D;)) eine Losung besitzt.

Wenn Cz und BT Elemente des R* sind, wie z.B. beim Dualproblem von ROD-
DER ((Ps), (Ds)), 148t sich eine einfachere LAGRANGE-Funktion verwenden:

L(z,y) = (Cx)T +uT (B - (Ax, ..., Ax)).

Es ist offenbar

uT A
(L(x,y)" = BTu+(C - AU D
uT A

KOROLLAR 3.3:

Seien C € R**", B e R™* und A € R™*" . Dann gilt SATZ 3.11 auch, wenn
L durch L ersetzt wird.

Beweis:

Die Funktion £ hat einen verallgemeinerten Sattelpunkt beziiglich IR} x R
genau dann, wenn ug eine Losung von

L(xg,u) — Min,
w>0 (3.4.7)

und z eine Losung von

L(z,up) — Max,
x>0

ist. Das zweite Problem ist dquivalent zu



(L(x,u0))T — Min,

>0 (3.4.8)
Die Probleme (3.4.7) bzw. (3.4.8) sind bis auf die konstanten Glieder in den
Zielfunktionen identisch mit (3.4.2) bzw. (3.4.4). Die Aussage, daf wugy (3.4.2)

1ost und xg (3.4.4) 16st, ist dquivalent mit der Behauptung, dak (xo,up) ein
verallgemeinerter Sattelpunkt von L beziiglich IRY} x IR'"ist. [

BEMERKUNG 3.6:
In RODDER (1977) findet man folgende Behauptung (Corollary 3.3):

Wenn (x9,ug) ein verallgemeinerter Sattelpunkt von £ beziiglich IR x IR"}" ist,
so gilt (Czo)T # ul B.

Wir betrachten folgendes Beispiel. Sei
L(z,y) = (Cx)T +uT (B - (Az, ..., Ax)).

o) p=(10) 2o 1)

Man iiberzeugt sich leicht, daf ((1,2)7,(2,1)T) ein verallgemeinerter Sattel-
punkt von £ beziiglich lRa_ X IRi ist . Wir haben aber trotzdem

mit

wloo O
(e

(Cxo)T = (8, g) > (8,0) = ul B!

4 Dualitat in der nichtlinearen Vektoroptimie-
rung

4.1 Konjugierte von Punkt-Menge-Abbildungen

Einen Zugang zur Dualitdt der nichtlinearen Optimierung bieten die konjugier-
ten Funktionen nach FENCHEL und deren Verallgemeinerungen. Diese Me-
thode kann in verschiedener Weise auch in der Vektoroptimierung angewandt
werden. Einerseits kann man durch Skalarisierung und anschlieffender Konjuga-
tion zu Dualproblemen gelangen, andererseits konnen konjugierte Abbildungen
von Vektorfunktionen bzw. Punkt-Menge-Abbildungen verwendet werden.

Sei f : IR" — IR. Die konjugierte Funktion f* : R" — IR von f wird wie
folgt erklart (vgl. ROCKAFELLAR (1970))

@) = swpf{a* Tz — f(2)}, =" € R,

In TANINO/SAWARAGI (1980) wird diese Definition auf vektorwertige Funk-
tionen und Punkt-Menge-Abbildungen {ibertragen.

DEFINITION 4.1:
Seien U € R™ und T : U — P(IR¥). Die konjugierte Abbildung von T' wird

durch
T (") = Mass | J [(u*, ) — ()
uelU




bestimmt, wobei ((u*,u)) einen Vektor des IR"™ bezeichnet, dessen sémtliche
Komponenten gleich u*7u sind.

Es erscheint uns sinnvoll, diese Definition folgendermafen zu modifizieren.

DEFINITION 4.2:

Seien U C R™ und T': U — P(IR"). Die konjugierte Abbildung 7¢ : R**" —
P(IR*) von T wird durch

T¢(L) := Max U [Lu — T(u)], LeIRF™
uelU

definiert. Die Bikonjugierte von T ist entsprechend durch

() :=Max | ) [Lu—T(L)], uwel,
Le[kan

gegeben.

BEMERKUNG 4.1:

Es ist bekannt, daf bei Benutzung der FENCHEL-Konjugierten unter gewissen
Voraussetzungen die Dualvariablen z* Subgradienten von f oder (im Falle der
Differenzierbarkeit) Gradienten von f sind. Somit ist es durchaus natiirlich, bei
einer Vektorfunktion Matrizen als Dualvariable zu verwenden.

Folgendes Lemma erweist sich als niitzlich:

LEMMA 4.1:

Seien T) und T, Punkt-Menge-Abbildungen von U in P(IR¥) . Ty(u) sei R”-
kompakt! fiir alle v € U. Dann gilt

Max UU[Tl(u) + Tr(u)] = Max UU[Tl(u) + Max Ts(u)].

Ist T5(u) R%-kompakt fiir alle u € U so gilt

Min | [T)(u) + Ta(u)] = Min | J [T1 () + Min Ty (u)].
uelU uelU

Beweis:

Nach KOROLLAR 2.1 gilt:

Min | [Ty (u) + Ta(u)] = Min | J [T1 () + To(u) + RY]
uelU uelU

— Min U [Ty (u) + (To(u) + ]Ri)]
uelU

lvgl. DEFINITON 2.2



= Min U (71 (u) + (Min To(u) + RE)]
uclU

= Min | J[(T1(u) + MinTp(u)) + R
uelU

=Min | J [T1(u) + Min Ty (u)].
uelU

Die zweite Behauptung ergibt sich aus der soeben bewiesenen unter Beriicksich-
tigung von Max A = —Min (—A). [O.

BEMERKUNG 4.2:

In TANINO/SAWARAGI (1980) wurde ein anderer Begriff der IR%-
Kompaktheit benutzt, welcher eine starkere Forderung an T stellt.

DEFINITION 4.3:

Sei w € U und z € T(u). L € R**™ heikt Subgradient fiir z an der Stelle u ,
falls

z— LueMin | J[T(w) - Luw).
welU

Die Menge der Subgradienten fiir z an der Stelle u heift das Subdifferential fiir
z an der Stelle u und wird mit 07T (u; z) bezeichnet. T heift subdifferenzierbar
an der Stelle u, falls gilt:

T (u;2) #0  VzeT(u).

SATZ 4.1:
Sei z € T(@). Dann gilt:

z € Min U T(u) <= 0 € 9T (u; 2).
uelU

Beweis:

Folgt unmittelbar aus der Definition.[]

SATZ 4.2:
Sei z € T(u). Es gilt:

T (u;2) # 0 < z € T(u).

Beweis:

Es ist nach Definition 07'(u;z) # () genau dann, wenn Lu — z € T¢(L), d.h.
wenn z € Lu —T°(L).

Sei z € T°(u). Dann existiert ein L € R**™ mit 2 € Lu — T¢(L). Mithin gilt
L € 0T (u; 2).
Sei nun z € Lu — T°(L), und angenommen, es ist z ¢ T°(u). Dann existieren
z' und L’ mit

2 =2z und 2 € L'u—TL).



Somit ist
L'u—z eT(L),

und es gibt ein v/ mit
L'u—2 € L' —T).

Daraus folgt
Lu—2 =Lu—-2" firein 2"eT()

und somit L'v/ — 2" € T<(L').
Wegen 2’ = z gilt aber im Widerspruch dazu
Lu—z>=Lu—2=Lu-2".

Es muf folglich z € T°°(u) gelten. O

KOROLLAR 4.1:
Ist T' subdifferenzierbar in u, so gilt T'(w) C T°°(u).

SATZ 4.3: Seien z € T(u), v € Upcgrxn(Lu —T¢(L)). Dann gilt z A v.
Beweis:

Angenommen, es gilt z < v. Bs ist v € Lu — T°(L) fiir ein L € RF*", und es
existiert somit ein 2z’ € T°(L) mit

v=Lu—2, dh 2 =Lu—w.
Aus Lu —v € T¢(L) folgt die Existenz von w € U und v’ € T'(w) mit
Lu—v=Lw-—".

Mithin ist
z < Lu— Lw+7,

also
Lw—v' < Lu— z,

Dies widerspricht der Tatsache, daf§
Lw—v'"=Lu—veTL)

gilt. Somit muf z £ v gelten.(]

BEMERKUNG 4.3:

SATZ 4.3 ist in TANINO/SAWARAGI (1980) nur fiir den Fall, daf T eine
Vektorfunktion ist, bewiesen.

4.2 Das Konzept der Storung in der Vektoroptimierung

Man kann Dualprobleme zu einem Vektoroptimierungsproblem nach dem be-
kannten Schema von JOLY/LAURENT (vgl. z.B. LAURENT (1975)) gewinnen,
indem man die gew6hnliche FENCHEL-Konjugation und die Methode der Ska-
larisierung verwendet oder die verallgemeinerten Konjugierten zu Hilfe nimmt.

Wir betrachten das Vektoroptimierungsproblem

(P) f(z) — Min,
z € G,



wobei f: IR" — IR und G € IR"™ konvex seien.

Wir betten (P) in eine Familie von "gestorten” Problemen ein:

(Py) F(z,u) — Min,
x € Gy,

mit F: R" x R™ — R*, wobei F(x,0) = f(z) fiir x € Gy = G gilt. F sei auf
R"™ x R™ konvex. Wir setzen

Fi(z,u) = t*T F(z,u)

und betrachten das Problem

(Ds) h — Max,
he Dg={heRF|3t* e K# u* e R™: t*Th < —F: (0, —u*)}

wobei K# := {y* ¢ RF| Ty >0 Vvt e K\{0}}. (K ist der Ordnungske-
gel des R* ) sein moge und F}. die FENCHEL-Konjugierte von F}« bezeichne.
Dieses Konzept wurde bereits von LAMPE (1981) in einer etwas anderen For-
mulierung benutzt. Bei der von uns gewihlten Formulierung des Dualproblems
gelingt es, den starken inversen Dualitdtssatz unter schwicheren Voraussetzun-
gen als in der genannten Arbeit zu beweisen.

LEMMA 4.1:
Sei h € Ds. Es existiert ein t* € K# mit

t'Th<tTf(z) Vred
Beweis:
Aus h € D8 folgt die Existenz von gewissen t* € K# und u* € IR™ mit
t*Th < —F/ (0, —u™).
Daraus folgt durch elementare Rechnung

t*Th < —F/ (0, —u*) < sup o[~ Fj (0, —w)] < inf ,Fj-(v,0) < t*T f(x) Ve e G.O

SATZ 4.4: (Schwacher Dualitétssatz)
Es gilt h # f(x) Vh € Dg, Vz € G.
Beweis:

Die Annahme h > f(x) fithrt auf
t*Th >t Tf(x) V' e K#,

was nach LEMMA 4.1 unméglich ist. O

SATZ 4.5: (Starker direkter Dualitétssatz)
Sei f(xg) € MingP. Das Optimierungsproblem

Fi«(2,0) — min, xz € G,



sei stabil? . Dann gilt f(zg) € Max Ds.
Beweis:
Es gilt fiir ein u* € R™

t*Tf(xO) = inf zGIR"Ft* (.’ﬂ, 0)
= max yerm (—F (0, —w)) = —F{ (0, —u™).

Somit ist f(zp) € Dg, und die Behauptung folgt aus SATZ 4.4 O

SATZ 4.6: (Starker inverser Dualitétssatz)

Sei P nichtleer und abgeschlossen. Das Problem
Fi«(x,0) — min, =z € G,
sei normal® fiir alle t* € K#. Dann gilt Max Dg C Min g P:

Beweis:

Angenommen,es gibt ein h € Max Dg mit h ¢ P. Nach dem Satz iiber die
strenge Trennbarkeit (SATZ 2.6) existieren ¢ # 0 und a1, @2 € IR mit

tTh<oay <ag <t (f(x)+k) V2eG, VkeK.
Daraus folgt £ € K*\{0}. Nach LEMMA 4.1 existiert ein € K# mit
tTh <t'p Vp € P.
Sei ty = At + (1 — A\)f mit A € (0,1). Dann ist ¢, € K# und es gilt
tTh < MTh+ (1 - M)\
< Ninf peptip + (1 — M)Ay
< infpep)\frp +inf ,ep(1 — Nitlp
<inf peptfp = inf ,eqts f(z) = inf pern Fy, (,0).
Aus der Normalitat folgt
thh < sup yerm (—F; (0, —w)),
und somit gibt es ein u* € IR™ mit
tih < —F7 (0, —u).

Sei h = h und sei h, = ph + (1 — p)h, p € (0,1). Dann ist h, = h, und fiir
geniigend kleines y > 0 gilt

tfhu < _Ft*A (0’ _U*)7
d.h. h, € Dg. Das ist ein Widerspruch zu h € Max Dg. Somit gilt h € P und
LEMMA 4.1 liefert h € Ming P.O

Wir betrachten jetzt die sog. Standardstérung. Sei G = {x € R"|g(x) < 0},
wobei g : R" — IR™ konvex sein moge und IR™ durch IR" halbgeordnet sei.

Mit

t*Tf(x), falls g(z) <wu,
Ft* (LE, u) =
+00 sonst
2d.h.
inf zemn Fi+ (2,0) = max yemm (—F}% (0, —w))
3d.h.

inf yemn Fix (2,0) = sup ,,cgm (—F7x (0, —w))
(vgl. z.B. EKELAND/TEMAM (1976))



erhalten wir

—F}.(0,—u*) = —sup (w}u)(—u*Tu — Fy(z,u))
= inf (z,u) (Ft* (Z‘, U) + u*Tu)

= ll'lf wemninf ng(a:) (Ft* (l‘, u) + U*TU)

{ inf ,ern (7 f(2) +u*Tg(x)) falls u* >0

—00 sonst

Somit ergibt sich
Dg={h e R"|3t* € K#, Ju* ¢ R™: t*Th < inf ,(t*T f(x) + uTg(z))}.

Also enthélt (Dg) als Sonderfall die Dualaufgabe von JAHN (1983a), und im
Falle,"dafé f und g differenzierbar sind, entspricht diese der Dualaufgabe von
SCHONFELD (1970).

Es sei noch bemerkt, daft die Beweise der Sétze 4.4, 4.5 und 4.6 nicht an die end-
liche Dimension der Radume gebunden sind und bleiben auch in lokal konvexen
topologischen Vektorraumen giiltig.

Seien f : R® — R*, g : R® — IR™. Wir fiihren folgende Punkt-Menge-
Abbildungen ein:

W(E) == {f(2)|g(x) <&},
H(&) := Min{f(z)|g(z) < &}

In Analogie zur nichtlinearen Optimierung wollen wir H die Empfindlichkeits-
abbildung nennen.

Sei epi W der Epigraph von W (¢), d.h.
epiW = {(€,n) € R™ x R* |3z € R" : £ > g(a),n > f(2)}.

Wir betrachten das gestérte Problem

(Pe) p — Min,
peW(E)+RE .

Es gilt offenbar H({) = Min P und insbesondere H(0) = Min P. Sei I' = {L €

RF x R™ | H¢(—L) # 0}. Wie in der nichtlinearen Optimierung definieren wir
das duale Problem



Es gilt dann offenbar Max Dg = H¢(0).
Es ist leicht zu verifizieren, daf
H(&) = Min{n|[(§,n) € epi W}

Sei Pro(epiW) = {&|3n : (&,n) € epiW} und sei epi W abgeschlossen. Unter
Beriicksichtigung von SATZ 2.4 und KOROLLAR 2.1 erhalten wir

~H(-L)=-Max |J [-L&-HE]=Min ] [L&+H()

EEPT2(epi W) £€Pra(epi W)

=Min ) [L&tMin{n|(&n) €epiW} =Min ) [L&+Min{y (€ n) € epi WHIRY]
§ePrz(epi W) £ePry(epi W)

=Min  |J [LE+{nlEm)eepiWl =Min ] [L&+7)
£€Pra(epi W) E€Pry(epi W)

Dieses Problem findet man bereits bei BITRAN (1981), allerdings nicht im
Zusammenhang mit Konjugierten von Punkt-Menge-Abbildungen.

Aus SATZ 4.3 folgt die schwache Dualitdtsbeztiechung und KOROLLAR 4.1
liefert einen starken Dualitdtssatz.

4.3 Das Dualproblem von BITRAN

Seien f: R"™ — IR*, g : R" — IR™ auf IR" konvex und differenzierbar.
In BITRAN (1981) wird folgendes Dualproblem zu (P) eingefiihrt:

(Do) h — Max,

h e ULGED(L)’ )
D(L) = Min{n+ L& | (&,n) € epi W},
L={LeR"”™ |3z cintRY : 2L > 0}.

Das Hauptergebnis aus BITRAN (1981) kann wie folgt zusammengefafit werden:
SATZ 4.7:(schwacher Dualititssatz)
Seien L € £ und =z € G. Dann gilt

f(z) Ah firalle heD(L).

SATZ 4.8:(starker Dualitétssatz)
Sei zg € G derart, dafs gilt

v f(zo)zo € Min{v/ f(z0)z| V7 g1(x0)(x — 20) < 0},



wobei I C {1,2,...,m} die Indexmenge der in z, aktiven Restriktionen be-
zeichnet. Dann gilt:
f(z0) € Min P N Max Do.

Wir wollen nun zwei weitere starke Dualitdtsaussagen der Form
Min gP C Max D1y und Minp DO Max Do

beweisen.

Dazu benétigen wir folgendes Lemma

LEMMA 4.2:
(i) Sei zg € G derart, dafs

V. f(zo)wo € Min{v/ f(zo)x | v g1(z0)(x — z0) < 0}
Dann gilt f(z¢) € Min gP.

(i) Sei fiir G eine Regularitdtsbedingung erfiillt, z.B. K*(G,x¢) = T*(G, o),
wobei K* und 7™ die Dualkegel des linearisierenden Kegels bzw. Tangentenke-
gels von G in xg bezeichnen (vgl. BAZARAA/SHETTY (1976)). Ist f(xzo) €
Min g P, so gilt

V f(@o)zo € Min {7 f(z0)z| / g1(20)(T — 20) < 0}

Beweis:

(i) Wir betrachten das zu

(LAP) 7 f(zg)r — Min,
V91(zo)(x —x0) <0

nach GALE/KUHN/TUCKER duale Problem (vgl. BEMERKUNG 3.5):

(DLAP) h — Max,
2Th = —y" 7 g1(wo)wo,
217 fzo) +y" v gr(0) = 0,
z>0, y=>0.

Nach SATZ 3.1 16st hg = v f(xo)zg (DLAP), und es gibt somit z > 0, y; > 0
derart, daf gilt

2T W f(xo)wo = —yJT W 91(%0)0,
277 fwo) +yi v g1(x0) =0.

Setzen wir die den nicht aktiven Restriktionen entsprechenden Multiplikatoren
gleich Null, so erhalten wir

217 f(xo) +yf v gr(zo) =0,
ylg(vo) =0, y>0.

Mithin geniigt x¢ den hinreichenden KUHN-TUCKER-Bedingungen fiir das
Problem



2T f(z) — min,
z € G,

daher ist f(zo) € Ming P.

(ii) Sei f(z¢) € Ming P. Dann existiert ein Z > 0 mit
2" f(x) = min ez’ f(2)

Nach dem Satz von KUHN-TUCKER existiert ein ¢y > 0 mit

27 f(xo) + 9] v gr(zo) = 0.
?JTg(l‘o) =0.

Somit besitzt (DLAP) zuléssige Elemente. Andererseits ist zo zuldssig fiir
(LAP). Nach SATZ 3.1 besitzen beide Probleme effiziente Losungen. Angenom-
men, Vf(z0)Z = Vf(xo)zo und 5/ f(x0)Z ist effizient fir (LAP). Nach SATZ
3.11ist 7 f(x0)Z effizient fiir (DLAP) und somit existieren z > 0 und y > 0 mit

= —yT  91(w0) 0.
+ 4" 7 gr(mo) = 0.

z" v f(xo)

T
Zr Vv f(zo)

Aus der ersten Gleichung und der Annahme folgt im Widerspruch zur zweiten
Gleichung

—y" 7 g1(z0)w0 = 27 7 f20)T > 27 flwo)wo. O

Somit kann die Aussage von SATZ 4.8 etwas schirfer formuliert werden, denn
unter den dort getroffenen Voraussetzungen folgt mit LEMMA 4.2 (i)

f(,’Eo) € Min g P N Max Dqy.

SATZ 4.9: (Starker direkter Dualitétssatz)

Sei fiir G eine Regularitdtsbedingung (vgl. LEMMA 4.2 (ii)) erfiillt. Dann gilt
Min EP g Max DlO-

Beweis:

Sei f(xg) € MingP. Nach LEMMA 4.3 (ii) und SATZ 4.8 folgt f(z¢) € Min PN
Max Dqo. O

Wir wollen nun einen inversen Dualitéitssatz beweisen, wozu wir folgendes Lem-
ma benotigen:

LEMMA 4.3:
Sei fiir L € RF*™
H(L) = {f(z) + Lg(2) |32 > 0 27(7 f () + L g(x)) = 0,2 L > 0},
Dann gilt H(L) C D(L).
Beweis:

Sei f(Z) + Lg(Z) € H(L). Es ist f(Z) + Lg(Z) € {n+ LE| (&§,n) € epi W }.



Angenommen, es gibt ein (£,7) € epi W mit
i+ LE € f(&) + Lg(2).
Wegen (£,7) € epi W existiert ein z € IR™ mit
7> F(z) und &> g(7)
Wegen 27 L > 0 folgt dann
21 (f(2) + Ly()) < 27 (1 + LE) < 2 (f(2) + Lg(3)).
Aus der Konvexitdt von f und g folgt im Widerspruch dazu
21 (f(2) + Lg()) = 2" (f(@) + Lg(2)) = 2" (VF(2) + LV 9(@)) (& — &) =
Somit gilt f(z) + Lg(z) € D(L). O
SATZ 4.10: Sei P abgeschlossen mit Min P # (). Fiir G gelte eine Regulari-
tatsbedingung (vgl. LEMMA 4.2 (ii)) und es sei g(x) # 0 fiir alle z € IR". Dann

gilt
Max D10 g Min P.

Beweis:
Sei h € Max Dqg. Ist h € P, so folgt die Behauptung aus SATZ 4.7.
Sei h ¢ P. Dann existieren (vgl. SATZ 2.6) z # 0,v1,72 € R mit

Th<y <y < T(flz)+k) VeeG, VkeRE. (4.3.1)

Die Annahme z; < 0 fiithrt sofort zum Widerspruch, da k; beliebig groft werden
kann, daher ist z = 0. Aus Min P # () folgt Min g P # 0 (vgl. SATZ 2.4) und
somit gilt fiir ein 25 > 0 und ein py € P

28po < 2lp Vp € P, (4.3.2)

Setzen wir z, = pzo + (1 — p)z fiir p € (0,1), so gilt z, > 0, und (4.3.1) und
(4.3.2) ergeben leicht

pp=pzp+(1—p)2"p>pzgp+ (1 —p)y2 >y +u(zgpo—2) VpeP.
Somit gilt fiir geniigend kleines p > 0

zgh =2Th+uzlh —2Th) <y <2+ p(zdpo —12) < z?:p Vp € P.

Daraus folgt mit 74 = v2 + u(2d po — 72)
zg <y << infpepzfp =—0"(—2,, P). (4.3.3)

Daraus folgt insbesondere
—2z, € dom ™.
Wegen der Konvexitit von dom 6* gilt r.int dom 6* # 0 .

Sei —z;1 € r.int dom ¢*. Dann existiert ein p; € P (vgl. ROCKAFELLAR (1970)
Satz 23.4 und Korollar 23.5) mit

zip <zlp VpeP. (4.3.4)

Setzen wir z. = ez + (1 —€)z,, fiir € € (0, 1), so ergeben sich leicht zc > 0, —z €
r.int dom 6*, und (wie bei der Herleitung von (4.3.3)) fiir gentigend kleine € > 0

2I'h € —6*(—z, P).



Es gilt (vgl. Referenz bei (4.3.4))
—0*(~2, P)=2'p  fiirein pe P.

Nach dem direkten Dualitétssatz fiir modifizierte WOLFE-duale Probleme (vgl.
SATZ 4.12) gilt:

mit z € G, L e RF™.

Es ergibt sich somit

heint | JS(L),
L

wobei

S(L) = {d € R* |27 < 27 (f(x) + Lo(x)), 7L =07,
A(vf@)+ Lvgle) =0T,z €R", 2> 0},

Es gilt S(L) = T(L) — RE mit

T(L) = {d € R¥|27d = 27 (f(2) + Lg(x)), =TL > 07,
(f(e)+ Ly glx) =0T,z € R", 2 > 0}

Sei s € |, (T'(L), d.h.

s =27 (f(2) + Lg())

fiir geeignete L,Z und 2. Wegen Z > 0 und g(#) # 0 existiert ein L (vgl.
KOROLLAR 3.1) mit

und .
f(&@)+ L) =s.
Somit ist s € H(L). Es gilt also nach LEMMA 4.3

Ur@ cJa@) < JDp(1)
L L L

und mithin

s <) -,

L

Daraus ergibt sich

heint (| JD(L) - RE)
L

im Widerspruch zu h € Max D1g. Somit ist h € P und SATZ 4.7 liefert leicht
h € Min P.CJ



4.4 Das Dualproblem von WOLFE-Typ

Dieses Dualproblem stammt aus NEHSE (1981). Dort wird ein starker Duali-
tétssatz bewiesen.

Der in GERSTEWITZ (1982) enthaltene inverse Dualitétssatz ist nicht korrekt
bewiesen.

Wir schlagen eine modifizierte Variante des WOLFE-dualen Problems vor, fiir
welche wir einen direkten sowie einen inversen starken Dualitatssatzbeweisen.

Seien f:R"™ — R*, g : R" — IR™ auf IR" konvex und differenzierbar.

(P) f(z) — Min,
x€G:={zxeR"|g(x) <0},

Mittels der LAGRANGE-Funktion
F(x,L) := f(x) + Lg(x), =€IR",LcR™

formulieren wir als modifizierte WOLFE-duale Aufgabe

(Dll) F(y’L) — Max,
(y7L) € G*a G* = Uz>0 DZa

wobei D, := {(y,L) € R" x R¥*™ | .TL >0,." v, F(y, L) = 0}.
Damit ist Dy; = F(G*) — IRi.

LEMMA 4.4:
Wenn h € Dy ist, dann existiert ein z > 0 mit z7h < 27 f(z) Vz€G.
Beweis:

Wegen h = F(y,L) — b’ mit »’ € R und (y,L) € G* existiert ein z > 0 , so
daf aus der Konvexitiat von F'(-, L) auf IR"

2P (2, L) = F(y, L)} > 2 vy Fy, L)(z —y) =0 Vz € R"
folgt. Somit ergibt sich wegen 7L > 0 fiir alle z € G

U f(x) > 2 (f(2) + Lg(x)) > 2" F(y, L) > z"h. O

SATZ 4.11: (Schwacher Dualitétssatz)
Es gilt fiir alle z € G und (y,L) € G*

F(y, L) # f(x).
Beweis:
Die Annahme, daR fiir gewisse z € G und (y, L) € G*
F(y, L) - f(x)
gilt fiihrt fiir jedes z > 0 auf

ZTF(y, L) > 2" f(=),



was nach LEMMA 4.4 unmoglich ist. OJ

SATZ 4.12: (Starker direkter Dualititssatz) Es sei fiir G eine Regularitétsbe-
dingung (vgl. LEMMA 4.2 (ii)) erfiillt. Ist f(xo) € Min g P, dann existiert ein
Lo € RF*™ 50 dak gilt

f(zo) = F(zo, Lo) € Max Dy;.
Beweis:
Wegen f(xo) € Min g P existiert ein z > 0 mit
2T f(xo) < 2T f(x) Vred.
Gemél den KUHN-TUCKER-Bedingungen fiir
2T f(x) — min, x€G
folgt die Existenz eines y > 0 mit
217 flwo) +y" 7 9(z0) =0, yjgi(ze) =0 fir je{l,...,m}.

Fiir die Matrixelemente /;; von Ly wéhlen wir

llj:& flir jE{l,...,m},
Z1
lijZO flir iE{Q,...,k} jE{l,...,m}.
Dann gilt offensichtlich Log(7o) = 0 und 27 Ly = y*', so dak (xg, Lo) € D, erfiillt
ist. Nach SATZ 4.11 folgt daher f(zo) = f(xo) + Log(zo) € MaxD;y;. O

SATZ 4.13: (Starker inverser Dualititssatz)

Sei P nichtleer und abgeschlossen. In jedem Punkt z € ArgMin 5 P(= {z | f(z) €
Ming P}) sei die Regularitétsbedingung aus LEMMA 4.2 (ii) erfiillt und wenig-
stens eine Restriktion g; inaktiv. Dann gilt

Max D11 Q MIHE P

Beweis:
Sei hg = f(l‘o) + Log(xo) € Max D1 mit (l‘o,Lo) e G*.

Angenommen, es gilt hy ¢ P. Nach dem Satz iiber die strenge Trennbarkeit
(SATZ 2.6) existieren z # 0 und o, a2 € IR mit

2Thy <on < g <27 (f(x) +k) Vzed, VkeRE. (4.4.1)

Die Annahme z; < 0 fithrt sofort zum Widerspruch, da k; beliebig groft werden
kann, daher ist z > 0. Aus (4.4.1) folgt

2Thy < a; < ag < inf pep(27p) = —suppep(—sz) =—0"(—2,P), (44.2)

d.h. —z € dom §*.
Gemiél LEMMA 4.4 existiert zg > 0, so dafs

20ho<zlp VpeP (4.4.3)
daher ist insbesondere —zy € dom §* und somit

zpi=pz0+ (1 —pz>0 und -z, € domd”



fiir p € (0,1). (4.4.2) und (4.4.3) ergeben leicht

zgho < (1= p)ay +inf pep(uzdp)
< inf pep((1 = p)2"'p) + inf pep(12g )
<inf pep(zl:fp) < zl:fp Vp € P. (4.4.4)

Da aus (4.4.2) r.int dom §* # @ folgt, ergibt sich mit —z; € r.int dom §* fiir
ze =ez1+ (1 —€)z,

—Ze € rintdomd6* und 2. > 0,

sofern € € (0,1) hinreichend klein ist. Dariiber hinaus existieren p € P und
p1 € P (vgl. ROCKAFELLAR (1970) Satz 23.4 und Korollar 23.5.3) mit

Zp<2Ip wpeP (4.4.5)
Ap<zp YpeP

Seien

51 = (1 *,LL)Oél +infpeP(Hng)a /82 = inprP(Zij)7 ﬂ3 € (ﬂla/BQ)'

Sei € € (0,1) so klein, daf z. > 0,

B+ e(zThy — Z,{ho) < B3 und Bo + (21 p1 — B2) > fa
gelten.

Daraus ergibt sich unter Bertiicksichtigung von (4.4.4)) und (4.4.6)

e =

2T zgho +e(zThy — tho) < B +e(zfhg — z?;ho)

< B3 < Bote(z pr—P2) < ez p+(1—€)fa < ez p+(l—€)zip=2lp VpeP,
so daf mit (4.4.5)
2lhy < inf pepzlp=21p (4.4.7)

bewiesen ist.

Mithin ist auch p € Ming P, und SATZ 4.12 besagt dann p € max D1;. Der
Beweis von SATZ 4.12 liefert genauer die Existenz von € G und L € R**™
mit

ﬁ:F(fai)v E(Q(E) =0, z" YV F(Eﬂf’) =0".

Seien nun A, k und [ in folgender Weise gewéhlt:

- 1
Z,erh = Z?ﬁ? k= F(Ev ) - gl(‘f)lh l:=

wobei g; eine in Z inaktive Restriktion und [; die i-te Spalte von L bezeichnen.

Ersetzt man in L diese Spalte durch [, so entsteht

L = (ll,...,li_l,l,li,...,lm),



1

1
T = (2Th — 2Tk) = —
9i()

(zI'p— 2l F(z, L) + g:(2)2L 1) = 211

folgt 2TL = 2TL und somit auch 27 v, F(z,L) = 27 <7, F(z,L) = 0, d.h.
(z,L) € D,.

Da h = k + g;(Z)l = F(&, L) leicht zu bestitigen ist, folgt stets h € Dy;. Setzt
man

N 1
hi=(—(rp—2"ho) + ho,, hoy, - - -, hoy) T (4.4.8)

Zeq

so folgt ~
2l h=2lp—2lho+ 2l ho = 20'p,

d.h. h € Dy;. Wegen (4.4.7) folgt (4.4.8) nunmehr h > ho; das ist ein Wider-
spruch zu hg € Max Dq;.

Somit ist hg € P und LEMMA 4.4 sichert hg € Ming P 0.

KOROLLAR 4.2:

Seien die Voraussetzungen von Satz 4.13 erfiillt. Es gilt f(z9) + Log(zo) €
Max D1 genau dann, wenn fiir all z > 0 gilt

2T (fxo) + Log(0)) = 2" (f(x) + Lg(z))  ¥(z,L) € Ds.

Beweis:

(i) Sei f(xo)+Log(zo) € Max D11. Noch SATZ 4.13 existiert ein f(x;) € Ming P

mit
f(x1) = f(zo0) + Log(xo).
Wegen der Konvexitit von 27 F(-, L) gilt fiir (z,L) € D,

20 (f(21) = f(a) + Lg(x1) — Lg(2)) > 27 7 Fa, L) (21 — x) = 07
und somit
21 (f (@) + Lyg(x)) < 27 (f(21) + Lg(a1)) < 27 f(@1) = 27 (f (o) + Log(o))-
(ii) Angenommen, es gilt
f(@o) + Log(wo) < f(x) + Lg(x)
fiir ein (z, L) € G*. Daraus folgt

2T ((fao) + Log(xo)) < 2" (f(x) + Lg(x))

fir alle z > 0.0

KOROLLAR 4.3:

Seien die Voraussetzungen von SATZ 4.13 erfiillt. Sei (xo,L¢) € D,, mit
F(wg,Lo) € MaxDyy. Ist 2T F(-,Lg) streng konvex in xg, so existiert ein
f(x1) € Ming P mit f(x1) = F(x0, Lo), und es gilt z1 = x(.

Beweis:

Nach SATZ 4.13 existiert ein f(x1) € Ming P mit

f(z1) = f(wo) + Log(wo)- (4.4.9)



Angenommen, es gilt x; # zg.
Es sind zwei Falle moglich.

(i) 2T f ist streng konvex in zg. Dann gilt:

20 (f(z1) = f(20) — Log(w0)) > 25 (v f(x0)(z1 — m0) — Log(xo))
= —24 (Vg(wo)(z1 — x0) + g(w0) — g(x1)) — 25 Log(z1) > —2§ Log(x1) > 0.

(ii) Es gibt ein ¢ mit (2 Lo); > 0 und g;(-) ist streng konvex in zo. Dann gilt:

20 (f(z1) — f(xo) — Log(wo)) > 25 (v f(x0) (w1 — m0) — Log(xo))
= —2§ Lo(7g(x0)(z1 — o) + g(x0) — g(21)) — 25 Log(x1)
= —(20 Lo)i(gi(wo)(z1 — z0) + gi(z0) — gi(z1)) > 0.

In beiden Fillen erhalten wir demnach einen Widerspruch zu (4.4.9). Es gilt
also x1 = xo.J

4.5 Das Dualproblem nach NAKAYAMA

Seien D C IR¥ und Q C IR™ konvexe abgeschlossene polyedrische Kegel, die
keinen nichttrivialen Unterraum enthalten und eine Halbordnung in IR¥ bzw.
R induzieren.

Zum Vektoroptimierungsproblem
(P)  f(z) —Min, 2€G={z|g(x) <0}

mit f : R" — R*, g : R" — IR™ konvex betrachtet NAKAYAMA (1982)
das Dualproblem
(Dlg) h — Max

he Dy = U Min U [f(l')'i_Ug(‘T)]?

ueU z€R™

U={UecR"™|UQC D}

BEMERKUNG 4.4:

Das Problem (D;3) wurde von TANINO/SAWARAGI (1979) fiir den Spezial-
fall UT = (u*u*...uw*) mit v* € IR eingefiihrt. Dort wird nur eine direkte
Dualitéatsaussage der Form Min g P C Max D2 nachgewiesen.

BEMERKUNG 4.5:

Fiir S C IR* sei MinpS = {z € S|(S —z) N (—D) = {0}}. Es ist leicht zu
bestétigen, dafs

Min pS ={z € S| Az € Min]Ri-A(S)}

gilt, wobei D = {z € R*| Az > 0}.

Da jeder konvexe polyedrische Kegel auf diese Art dargestellt werden kann,
beschrinken wir uns, um die Formulierung zu vereinfachen, auf die iiblichen

Halbordnungen in IR¥ und R™.



Bei NAKAYAMA (1982) findet man folgenden starken Dualititssatz:

SATZ 4.14:

Sei Min P = Ming P und fiir G sei die Slater-Bedingung erfiillt, d.h., es existiert
ein x9 € G mit g(xp) < 0. Dann gilt

Min P = Max Dq5.

BEMERKUNG 4.6:

Im Beweis dieser Behauptung wird folgende Aussage benutzt (NAKAYAMA
(1982) Proposition 2.2):

Seien
(2,9) € epiW ={(§,n) [Tz € R" : £ > g(),n > f(2)},
peintRE, U p)={U el |p"U =1},

Yu={g¢€ RF |uT§ =T g+ X7z yTy+ 2Tz > plg+ N7z V(z,y) € epi W},

Y= |J eRMi=§+Uz y+UzA§+Uz V(zy)€epiW},
Uel(\,p)

Ist 20, so gilt Yy = Yik.

Dieser Satz ist aber nicht richtig, denn seien

1 2 1 1 00
flxy=1 -1 -2 -1 |z, glxy=—1 0 1 0 =,
1 2 1 0 00
1
(A =(0,1,217), (9= 0 ]0,)
0

Dann ist (2,3) € epi W und es sind auch alle anderen Voraussetzungen erfiillt.
Sei y = (1,0,—1)T. Es ist §j € Yy.

Aus pTU = 0 folgt U = 0, d.h. U(\, ) = {0}, und somit gilt auch Yx = {0},
also g ¢ Yik.

Die Behauptung des folgenden Satzes (NAKAYAMA (1982) Proposition 2.1) ist
ebenfalls nicht richtig:

Es ist
f(&) +Ug(@) e Min | [f(z) + Ug(x)]

zeR™

genau dann, wenn gilt

f@)+Ug@)#y+Uz V(z,y) € epiW.

Seien = € IR?, f(z) = «,

s@=(5)+ (7 )0 ) v=(

D= | =
\—/



Es gilt

Daraus folgt
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Der Satz ist sicher richtig, wenn man zusétzlich U € U fordert.
Auch folgende Ausssage ist nicht korrekt (NAKAYAMA (1982) Proposition 4.2):

Im linearen Fall gilt

U Min (J [Cx+U®-Az)] = | Ub,

veu z€R™ Uely

wobei

Uy={UelU|(C—-UAzx £0, VxeR"}.

Seien z € R, CT = (1,-1), b =0, A = 0. Es gilt

U Min U [Cx 4+ U(b— Az)] = {(u,v) € R?|u +v = 0},
veu z€R

jedoch

U ub={o}.

Uelly

Wir beweisen nun einen Satz, der gewisse Verallgemeinerungen von Sattelpunk-
taussagen der nichlinearen Optimierung enthélt.

SATZ 4.15:

Sei L(z,U) = f(z) + Ug(x). Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) Sei U* € U. Es gilt f(z*) € Min P mit f(z*) # y + U*z, ¥(z,y) € epi W.
(i) L(z*,U*) € Min U egn L(z, U)] N [Max Jy ey L(x*,U)] und U* € U.
(iii) 2* € G, U* € U und f(2*) € Min U, cgn L(z,U").

(iv) L(z*,U*) € Min (J,cgn L(z,U*),  g(z*) <0 und U*g(z*) = 0.

BEMERKUNG 4.7:




Dieser Satz ist in NAKAYAMA (1982) enthalten, der Beweis ist jedoch nicht
korrekt. Wir fithren den Beweis anders, was uns auch ermoglicht, ihn wesentlich
kiirzer zu gestalten.

Beweis:

(iv) = (iii) Es ist f(z*) = L(z*,u*) und wegen g(z*) < 0 gilt 2* € G.

(iii) = (i) Aus f(2*) € Min |J,cpn L(z,U*) und dem schwachen Dualitétssatz

folgt der erste Teil der Aussage. Angenommen, es gibt ein (z,y) € epi W mit
y— f(z*)+U"(2—0) <0.

Esist danny > f(Z), z > ¢g(Z) fiir ein Z € IR™ und wir erhalten den Widerspruch

f(@) +Ug(T) < f(27).

(i) = (iv) Aus y— f(2*)+U*z £ O und (g(z*), f(z*)) € epi W folgt U*g(x*) A 0,
und wegen U* € Y und z* € G ist U*g(2*) = 0. Mit dem selben Schluff wie im
vorigen Punkt folgt L(z*,U*) € Min |J,cgn L(z, U*).

(iv) = (ii) Es gilt fir U e U
f(@®) +Ug(a") < f(z") = f(z") + Ug(z"),
also

L(z*,U*) € Max | J L(z*,U)
Ueud

(ii) = (iv) Angenommen, es gibt einen Index s mit g;(z*) > 0. Fiir die Elemente
u;; von U sei

0 falls j # s
uij =
2max ([ (U"g(x"))i] /95(z7)) sonst
Dann gilt U*g(z*) < Ug(z*) im Widerspruch zu
L(z*,U*) £ L(z*,U), YU elU (4.5.1)
Somit ist g(z*) < 0. Fiir U = 0 erhalten wir aus (4.5.1) U*g(z*) #4 0 und wegen
U*g(z*) < 0 schlieflich U*g(z*) =0. O

4.6 Das Dualproblem von GERSTEWITZ

Fiir das Vektoroptimierungsproblem
(P)  f(z) — Min,
reG={xe€Clg(z)eV}, CCR",VCR"™
wird in GERSTEWITZ (1983b) folgendes Dualproblem angegeben:
(D13) h — Max

he Dig={heR"|3(L,2) e WxK¥ :2Th=inf ,ecz’ (f(x)+L(z, g(z)))},
W={L:R"xR"|L(z,y) € -K, VY(x,y) e CxV}.

K ist ei abgeschlossener konvexer Kegel, der in R” eine Halbordnung induziert.

Wir wollen im folgenden eine Modifikation des Problems (D;3) betrachten. Die
Beweise sind wesentlich kiirzer als bei GERSTEWITZ (1983b) und lassen sich



auch auf die dort zugrundegelegten lokalkonvexen Vektorrdume ohne Schwierig-
keit iibertragen.
(D13) h — Max

he D, ={heRF|3tec K# yeW :tTh <inf .ec{tT (f(z) +ylg(z)))},
W ={y:R" — R|yv)<0 YveV}

SATZ 4.16:
Sei h € D). Dann existiert ein ¢t € K# mit tTh < tT f(z) fiir alle v € G.
Beweis:

Sei h € D},. Dann existieren t € K# und y € W' so daR gilt

t'h < inf sec(t” f(2) +y(g(x)) <7 f(x) +y(g(2))) <7 f(z) VeeG. O

SATZ 4.17:
Fiir beliebige « € G, h € D' gilt f(z) £ h.
Beweis:

Aus f(z) < h folgt tTh > tT f(z) fiir alle t € K# im Widerspruch zu SATZ
4.16. O

SATZ 4.18: (Starker Dualitétssatz)
Min g P C Max D/ .
Beweis:

Seien B
t7 f(z0) = min yegt? f(u) und yo:R™ — R

definiert gemé&f

0 uevV
yO(U)Z{ .

+0o0  sonst
Dann gilt
inf gec[t” f(z) + y(g(2))]
= min {inf se[t7 f(2) + y(9())], inf secra[t” £(2) + y(g(2))]}

inf peqt” f(x) = t7 f(@o).
Somit gilt f(xg) € D5 und die Behauptung folgt aus SATZ 4.17. OJ

SATZ 4.19:

ho € Max D}4 gilt genau dann, wenn tL h < tI'hg fiir alle h € D)5, wobei t;, ein
zu h gehérende Element aus K# bezeichnet (vgl. Def. von (Dj3)).

Beweis:

(i) Sei hg € Max Dj,. Dann gilt fiir alle & mit & > ho und alle t € K#, y € W’
t"h > inf ueo[t” f(u) +y(g(w)))-
Somit gilt

tﬁThO = inf Ezhot;{ﬁ > infuec[t;{f(u) + y5.(g(u))] > t;{i_z



(ii) Sei hg € D)4 aber hy ¢ Max D). Dann gibt es ein h € D5 mit h > hg, und
es gilt somit
t"h>tThy,  Vte K*

im Widerspruch zur Voraussetzung. [

SATZ 4.20: (Starker inverser Dualitétssatz)

Sei P konvex und abgeschlossen. Fiir alle t € K# mit inf ,eqt? f(z) > —o0
moge ein zg € G existieren mit inf ,cgt? f(x) = t7 f(z0). Dann gilt Max D} C
MiDE P.

Beweis:

Sei hy € Max D}5. Angenommen, h ¢ P. Nach dem Satz iiber die strenge
Trennbarkeit (SATZ 2.6) existieren t # 0, 1,72 € IR mit

tTh<y <y <tlp VpeP.
Daraus folgt t € K#\{0}. Nach SATZ 4.16 existiert ein t; € K# mit
t1h<t{f(u) Yueg.

Sei A € (0,1) und ty = At; + (1 — A)t. Dann ist ¢ty € K7, und es gilt

tih=t"h+ \t{h —t"h),
txf(w) = At f(u) + (1= Nt f(u) > MY f(u) + (1= Ay
>y + AtTh — ) Yued.

Somit gilt fiir gentigend kleines A > 0
tTh =tTh+ AtTh —tTh) <y < v2 + MtTh —v) <tl f(u), VueG.
Daraus ergibt sich
Boh < infuety f(u) = 13 (uo)

fiir ein ug € G. Das ist ein Widerspruch, denn nach SATZ 4.18 gilt f(ug) € Dis,
was wegen SATZ 4.19
tih > 13 f (uo)

zur Folge hat. Somit ist & € P und die Behauptung folgt aus SATZ 4.16. O

BEMERKUNG 4.8:

In GERSTEWITZ (1983b) ist die Abgeschlossenheit von P, die im Beweis des
Satzes 5. wesentlich eingeht, nicht gesichert. Betrachten wir etwa f : R —
R? mit f(t) = (t?,—t), C = {t|t > 0} und V = IR? so sind die iibrigen
Voraussetzungen des Satzes 5. erfiillt, P ist jedoch nicht abgeschlossen.

Hingegen erweist sich die Forderung Ming # () als iiberfliissig, denn im Falle
Max D5 = () ist die Behauptung trivialerweise erfiillt. Andernfalls ist stets (vgl.
Beweis von SATZ 4.20) inf ,ect] f(u) > —oo fiir ein ty € K# und somit laut
Voraussetzung des SATZES 4.20 inf,cqt? f(x) = tT f(x0) fiir ein x9 € G, d.h.
f(l’o) € Ming P.



4.7 Eine notwendige Optimalitatsbedingung

Im Unterschied zu den bekannten notwendigen Bedingungen fiir das Vektor-
optimierungsproblem (P) (vgl. Abschnitt 2.1), bei denen eine Skalarisierung
der Lagrange-Funktion verwendet wird, wollen wir hier ein Kriterium vorstel-
len, das ohne Skalarisierung auskommt und auf SATZ 3.5 beruht. Fiir den
Fall der gewohnlichen nichtlinearen Optimierung erhélt man den Satz von

KUHN,/TUCKER.

Seien f:R"™ — R*, ¢:R" — R™ konvex und differenzierbar.
(P) f(z) — Min, reG={zeR"|g(z) <0}

Wir benétigen folgende Regularitdtsbedingung

(R) Das System Z yi 7 gi(xo) =0, y; #0 firein i€ I.
i€lo

hat keine Losung, wobei
Iy = {Z S {1,,n}|gz(x0) = 0}

SATZ 4.21:

Sei f(z¢) € Ming P und es gelte (R). Dan existiert ein Uy € IR¥*™ mit 27Uy > 0
fiir ein z > 0, so daf gilt

Vf(xo) + Uy v g(x0) =0
Uog(zo) = 0.

Beweis:

Sei f(zp) € Ming P. Nach LEMMA 4.2 (ii) ist das System

v f(zo)(z —20) <0
V91, (0)(z — 20) <0
nicht 16sbar.
Wegen (R) gilt Kern 7 g1, (z9) = {0} und somit auch
Kern 7 gz, (20) C Kern 7 f(zo).

Nach SATZ 3.5 existiert ein U mit 27U > 0 fiir ein z > 0 und

v f(xo) + U ¥ 91, (x0) = 0.

Mit Hilfe von U kann man ein Uy € le *™ folgendermafen konstruieren. Fiir
j=1,2,...,m wird, falls j & Iy, u) = 0 (u} - die j-te Spalte von Uj) und
uk = @* fiir k € Iy gesetzt. Man priift leicht nach, dak 27Uy > 0 gilt. Auferdem
erhalt man

Vf(zo) + Uy 7 g(w0) =0
Uog(wo) = 0.

Somit ist der Satz bewiesen 0.



4.8 Bibliographische Bemerkungen

Die Reihe der aus der Literatur bekannten Dualprobleme 1d#t sich noch fortset-
zen.

Die von uns betrachteten Dualaufgaben werden oft unter dem Begriff
LAGRANGE-Dualitéat zusammengefafit. Dazu gehort noch die Dualaufgabe von
NOGIN (1977), die eine Modifikation von (Ds) darstellt. CORLEY (1981) un-
tersucht das Problem (Dj2) in normierten Vektorrdumen.

Eine andere Richtung bilden die Verallgemeinerungen des Dualitétssatzes von
FENCHEL. BRECKNER (1972) verwendet FENCHEL-Konjugierte und be-
weist Dualitdtsaussagen in topologischen Vektorrdumen. GERSTEWITZ (1979)
betrachtet eine Modifikation der Dualaufgabe von BRECKNER, um gewisse re-
striktive Voraussetzungen zu vermeiden. GROS (1977) deutet die von BRECK-
NER benutzten Konjugierten geometrisch als Abbildungen in projektiven Réu-
men und beweist eine Verallgemeinerung des Dualitdtssatzes von FENCHEL.

Durch Verwendung anderer Optimalitétsbegriffe entstehen weitere Dualpaare.

Fiir sogenannte schwach effiziente Losungen werden Dualaufgaben von OETTLI
(1974) und di GUGLIELMO (1977) untersucht.

KAWASAKT (1981, 1982) betrachtet Supremummengen (eine Verallgemeine-
rung der schwachen Effizienz) und definiert verallgemeinerte Konjugierte, fiir die
er Aussagen vom Typ T'(0) = T°¢(0) beweist. NNEUWENHUIS (1980) benutzt
ebenfalls eine Verallgemeinerung der schwachen Effizienz (supremal points) und
erhalt starke Dualitdtsaussagen unter gewissen Normalitdtsvoraussetzungen.
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