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THESEN

1. Es wird die Theorie der Quasikonjugierten nach GREENBERG/
PIERSKALLA und CROUZEIX einheitlich dargestellt.

2. Es wird gezeigt, dafs die ¢ - Konvexitit und die H-Konvexitéat in
gewissem Sinne aquivalent sind.

3. Der Zusammenhang quasikonvexer Optimierungsprobleme mit
den verallgemeinerten LAGRANGE-Funktionen wird aufgezeigt.

4. Durch Anwendung der Theorie der Quasikonjugation kénnen in
Verallgemeinerung des konvexen Falls K-Funktionen auch fiir qua-
sikonvexe Optimierungsaufgaben konstruiert werden.

5. Es werden Anwendungen auf spezielle Vektoroptimierungsaufga-
ben gemacht.
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Einleitung

Die Dualitét konvexer Optimierungsprobleme und ihre Nutzung zur Charakteri-
sierung gewisser Phénomene in der Theorie hat eine befriedigende Begriindung
in der Stérungstheorie von ROCKAFELLAR [16] gefunden. Ein wesentliches
Hilfsmittel bei der Entwicklung dieser Theorie stellt der Begriff der FENCHEL-
Konjugation dar. Zur Erfassung umfangreicherer Klassen von Optimierungs-
problemen wurden bereits mehrere Verallgemeinerungen dieses Begriffs beniitzt
(vgl. [7], [8], [12] etc.).

Eine Erweiterung, die insbesondere die Klasse der quasikonvexen Funktionen
umfakt, geht auf GREENBERG/PIERSKALLA und CROUZEUX zuriick. Fiir
die genannten Funktionen liefert sie Ergebnisse, die detailierter sind als die
allgemeinen Aussagen fiir nichtkonvexe Funktionen mittels p-Konjugation. Dies
ist ein Grund dafiir, diese Begriffsbildungen genauer zu untersuchen.

In dieser Arbeit werden die Theorie der Quasikonjugierten einheitlich darge-
stellt, ihre Beziehungen zu anderen verallgemeinerten Konjugierten untersucht
und gewisse Anwendungen angegeben.

Im 1. Kapitel werden einige wichtige Eigenschaften der quasikonvexen Funktio-
nen, wie die Halbstetigkeit und die duale Beschreibung durch die Niveaumengen
(LEBESQUE-Mengen) wiedergegeben. Die Darstellung stiitzt sich auf [6], [14]
und [15], wobei einige Beweise abweichen bzw. hinzugefiigt wurden.

Die néchsten drei Kapitel enthalten die Theorie der Quasikonjugierten in der
Gestalt, auf welche sie durch die Arbeiten von CROUZEIX gebracht wurde.

Im 2. Kapitel werden die Eigenschaften von quasikonvexen Bikonjugierten und
ihre engen Verbindungen zu den quasikonvexen bzw. quasikonkaven unterhalb-
stetigen Regularisierten dargestellt.

Im 3. Kapitel werden die Quasikonjugierten beziiglich eines Punktes und ihre
Beziehungen untereinander betrachtet.

Das 4. Kapitel enthélt zwei Subdifferenzierbarkeitsbegriffe, die in der quasikon-
vexen Optimierung eine dhnliche Bedeutung wie das aus der konvexen Optimie-
rung bekannte Subdifferential haben.

Im 5. Kapitel wird eine Beziehung der Quasikonjugierten zu den ¢-Konjugierten
angegeben.

Das 6. Kapitel beinhaltet eine Aquivalenzbeziechung zwischen zwei Verallgemei-
nerungen des Konvexitétsbegriffs: die p-Konvexitat und die H-Konvexitit erwei-
sen sich im gewissen Sinne als dquivalent, worauf unsereswissens in der Literatur
noch nicht hingewiesen worden ist.
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Im 7. Kapitel findet man die Dualitdtstheorie quasikonvexer Optimierungspro-
bleme nach CROUZEIX, Abschétzungen fiir die Dualitétsliicken und Beziehun-
gen zu den verallgemeinerten LAGRANGE-Funktionen.

Das 8. Kpitel enthélt eine Anwendung auf die Methode der K-Funktionen. Die
Resultate von IOFFE/TICHOMIROV ([10]) fiir konvexe Optimierungsaufgaben
werden mit Hilfe von Quasikonjugation fiir den quasikonvexen Fall erweitert.

Im 9. Kapitel werden gewisse Anwendungen bei Vektoroptimierungsproblemen
fir den Fall, daft das skalarisierte Problem quasikonvex ist, beschrieben.

Natiirliche Zahlen in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeich-
nis am Ende dieser Arbeit. Die Bezeichnung (3.11) weist auf die elfte Formel im
3. Kapitel hin; entsprechend bezeichnet 3.11 den elften Abschnitt im 3. Kapitel,
der eine Definition, eine Aussage oder eine Bemerkung beinhalten kann.
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1 Quasikonvexe Funktionen und Niveaumengen

In diesem Kapitel werden einige Eigenschaften der quasikonvexen Funktionen,
welche fiir die folgenden Betrachtungen von besonderem Interesse sein werden,
angegeben.

DEFINITION 1.1: Eine Funktion f : R® — R heift quasikonvex, wenn gilt:

r1,r9 € R”

te0,1] } = [tz + (1 = t)zz) < max{f(z1), f(22)}.

Es ist klar, dak dann domf := {z € R™|f(x) < 400} und die Niveaumengen
Sy == {z € R"|f(x) < A} konvex sind.

DEFINITION 1.2: Eine Funktion f : R® — R heift streng quasikonvex,
wenn gilt:

21,29 € domf, € (0,1)

Fla1) # f(xo) } = f(tx1 + (1 — t)ze) < max{f(z1), f(z2)}.

Natiirlich ist eine streng quasikonvexe Funktion im allgemeinen nicht quasikon-
vex , wie das folgende einfache Beispiel zeigt:

1, fallsz=0
J(@) = {0 sonst.
MARTOS (vgl. [15]) fiihrt deshalb noch folgenden Begriff ein:

DEFINITION 1.3: Eine Funktion f : R® — R heift explizit quasikonvex,
wenn sie quasikonvex und streng quasikonvex ist.

DEFINITION 1.4: Eine Funktion f : R — R heift unterhalbstetig in z
beziiglich der Richtung d # 0, wenn die Funktion ¢(¢) := f(x + t2d) unterhalb-
stetig in 0 ist. f heifst hemiunterhalbstetig in x, wenn sie unterhalbstetig in x
beziiglich jeder Richtung d # 0 ist.

Es besteht folgender Zusammenhang:
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SATZ 1.5: Die Funktion f : R" — R sei streng quasikonvex und hemiunter-
halbstetig. Dann ist f explizit quasikonvex.

Beweis :
Angenommen, f ist nicht quasikonvex. Es existieren also z’, 2" € R"™,

t € (0,1), so dak

f@' + (2" —2)) > max{f(a'), f(«")}
gilt.
Da f streng quasikonvex ist, muf gelten
F) = fa),
Seien nun 0 < t,, < ¢ 41 mit t,, — ¢, & = 2’ +t(z” —2') und x,, = ' +t, (a” —2').

Wegen z,, = 2’ + %(5 — 2’) und der strengen Quasikonvexitit von f folgt

f@n) < £(8).

Infolge
B t—tn, 4
f—xn"‘l_tn(x Tn)
mufs gelten
fan) = f(2"). (1.1)

Sei f(&) > A > f(z").

Fiir jedes n > 0 existiert wegen z,, — £ ein x,, mit
Tm € (§+n(@’ =€),

Wegen (1.1) gilt dann f(z,,) < A im Widerspruch zur Hemiunterhalbstetigkeit
von f. O

Es stellt sich heraus, daf unter den Voraussetzungen des vorhergehenden Satzes
die Funktion f sogar unterhalbstetig ist.

SATZ 1.6: Sei f: R® — R eine quasikonvexe Funktion. Dann gilt:
(1) Ist f hemiunterhalbstetig in x, so ist sie auch unterhalbstetig in z.

(ii) Ist f hemioberhalbstetig in x, so ist sie auch oberhalbstetig in .

Bewelis :
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(i) Angenommen, es existiert ein A < f(z), so da® es fiir jede Umgebung U von
x ein T € U gibt mit f(z) < A.

Oder, was dasselbe ist,

7€ Sy ={z€R"f(x) <AL

Das bedeutet aber gerade x € S,.

Da S konvex ist, existiert ein 2’ € riSy ! und dariiber hinaus gilt

x+t@' —z) € Sy, vt € (0,1).

Daher kann f nicht unterhalbstetig in x beziiglich der Richtung d = 2’ — x sein.

(ii) Seien A > f(z) und ey, ea, ..., e, eine Basis des R™. Da f hemioberhalbstetig
in z ist, existieren t;/,¢;” > 0,1 =1,2,...,n, so daR gilt:

flz+te;) <A vt € [t "],

und demzufolge

x+t"e;€Sy, —t'e; €8y, i=1,2..n.

Sei C' die konvexe Hiille dieser 2n Vektoren. Sa Sy konvex ist, mufl gelten C' C
S. Daher existiert eine Umgebung V' von z, derart dafl

flo) <A, YoeV.

O

FOLGERUNG 1.7: Sei f: R® — R quasikonvex. Dann gilt:

(i) f hemistetig in x = f stetig in x;
(ii)) f GATEAUX-differenzierbar x = f stetig in z;

Beweis :
(i) folgt unmittelbar aus dem SATZ 1.6.

(ii) Aus der GATEAUX-Differenzierbarkeit von f in z folgt bekanntlich die
Hemistetigkeit von f in x (vgl. [22]). Die Behauptung ergibt sich unter Beriick-
sichtigung von (i). O

Es besteht die Moglichkeit konvexe Funktionen durch spezielle konvexe Mengen
zu beschreiben; dies wollen wir hier kurz skizzieren.

A C R™ x R geniige folgender Bedingung;:

1Das relativ Innere riA von A ist das Innere von A beziiglich der Spurtopologie der affinen
Hiille von A.
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(x,A) € A
A 1.2
NS = ewe (1.2
Mittels A erklaren wir
g(z) :=1inf{XA | (z,\) €A} (1.3)

Falls A = epif, so ist f = g. Allerdings braucht eine Menge, die der Bedingung
(1.2) geniigt, kein Epigraph zu sein. Sei nun

A:={(z,\) eR"xR | (z,pn) €A, Vu>A\}
A definiert gemif (1.3) die gleiche Funktion g und ist zugleich ihr Epigraph.
Eine Menge A, die der Bedingung (1.2) geniigt ist der Epigraph der durch sie
definierte Funktion ¢ genau dann, wenn A = A gilt. Eine ahnliche, fiir
die quasikonvexen Funktionen sehr niitzliche Konstruktion geht von den Ni-

veaumengen aus. Sei {Sx},.p eine Familie von Untermengen des R", die der
folgenden Bedingung geniigen:

A<= S\ C S, (1.4)

Vermoge {S,} definieren wir folgende Funktion h:

h(z) :=inf{A | z€S)\}. (1.5)
Ist {S,} die Familie der Niveaumengen einer Funktion f, so ist f = h. Von einer

Mengenfamilie, die (1.4) geniigt, ist nicht zu erwarten, daf sie mit der Familie
der Niveaumengen der durch sie definierten Funktion h identisch ist.

Betrachten wir etwa die Familie

A= {(-o0, )‘)})\GR

Dann gilt h(z) = z, und die Familie der Niveaumengen ist

{(_OO»)‘]}AGR

SATZ 1.8: Die Familie {S\},., geniige (1.4). Sei Sy = > Su- Sei weiter

h () die durch {Sx} ({Sx}) gemik (1.5) definierte Funktion.
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Dann gilt:
(i) h= h

(ii) {Sx} ist die Familie der Niveaumengen von h genau dann wenn gilt

{53} ={5}, vreRr
(iii) Ist {Sy} fiir alle A € R konvex, so ist h quasikonvex;
(iv) Ist {Sy} fiir alle A € R abgeschlossen, so ist h unterhalbstetig;

Bewelis :

(i) Wegen (1.4) gilt

{Sx} € {Sr}, (1.6)

also auch h(z) > h(z).
Falls h(z) > h(z) ist, so existiert ein y mit

h(z) > p > h(z)

Wegen p > E(w) existiert ein A < g, so dak z € Sy, d.h. = € S, fiir alle v > \.

Speziell fir v = p gilt daher € S,,, woraus sich der Widerspruch h(z) < p
ergibt.

(i) Sei {Sy} die Familie der Niveaumengen von h. Zu zeigen ist Sy = Sy, und

wegen (1.6) genligt es schon Sy D Sy nachzuweisen.

Seiz e Sy, dh.z €S, Vu>A

Daraus folgt
h(z) <p, Yu> A (1.7)

Sei h(z) > A. Dann existiert ein v mit h(z) > v > A. Das ist ein Widerspruch
zu (1.7) und folglich gilt h(x) < A, d.h. x € S).

Seinun Sy =S, fiir alle A € R. Fiir z € S, folgt

h(z) =inf{ulz € S,} < A

und mithin

Sx C {z € R"|h(z) < A}
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Seien x und p derart gewdhlt, daf

h(z) <A und > .

Aus xz & S, folgt h(z) > p, es gilt also € Sy;

mithin ist

ze () S, =5

p>v
und folglich gilt
{z € R"|h(z) < A} C S).
(iii) Ist Sy konvex fiir alle A € R, so sind die Niveaumengen Sy von h ebenfalls
konvex.

(iv) Ist Sy abgeschlossen fiir alle A € R, so sind die Niveaumengen Sy von h
ebenfalls abgeschlossen. [J

Die Betrachtung von Niveaumengen erweist sich als vorteilhaft bei der Unter-
suchung von quasikonvexen Regularisierten.

DEFINITION 1.9: Sei f : R — R.

f, : R* — R heikt quasikonvexe Regularisierte von f, wenn f, (im Falle der
Existenz) die “grofte” ? quasikonvexe Funktion ist, die von f majorisiert wird.

f7: R™ — R heifit quasikonvexe unterhalbstetige Regularisierte von f, wenn f;

wenn sie existiert) die “grofite” quasikonvexe unterhalbstetige Funktion ist, die
g g

von f majorisiert wird.

SATZ 1.10: Seien f : R* — R und {S\},cr die Familie der Niveaumengen
von f.

Dann existieren f, und fz, und werden durch {convSy}icr bzw. {convSy}rcr
gemif (1.5) definiert.

Bewelis :
Seien B) = convS) und C) = convs).

{Bx}xrer und {Cy}rer geniigen dann der Bedingung (1.4). Sei g bzw. h die
durch {Bx}aer bzw. {Cy}rer geméf (1.5) definierte Funktion.

2Im Sinne der Halbordnung: f > g <= f(z) > g(z), Vx € R™.
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Nach SATZ 1.8 ist g quasikonvex sowie h quasikonvex und unterhalbstetig.
Seien k quasikonvex, k < f und Dy = {z € R"|k(x) < A}.
Da Dy D Sy gilt und D) konvex ist, folgt Dy D B). Fiir

Dy=()Du Ba=()Bu Si=[)5

> pu>A u>A

gilt somit B _ _
Dy =Dy 2 By28,=05)

und, da {E A} die Familie der Niveaumengen von g ist,

k<g<f

In der gleichen Weise erhélt man fiir eine quasikonvexe unterhalbstetige Funk-
tion j mit j < f:
J<h<f

Das bedeutet aber gerade g = f; und h = f3. O

SATZ 1.11: Sei f : R® — R quasikonvex.
Dann sind folgende Aussagen equivalent :

(i) f ist hemiunterhalbstetig in x;
(i) f(z) = fq().

Beweis :

(ii) = (i)

Sei A < f(z). Da f; definitionsgeméf unterhalbstetig in x ist, existiert eine
Umgebung U von zg, so dafs gilt:

fa(u) > A Yu € U.
Wegen f(z) > fz(x) folgt f(u) > A fiir alle u € U. Das bedeutet aber gerade,
dals f unterhalbstetig in z ist, also auch hemiunterhalbstetig.
(i) = (ii)
Nach SATZ 1.6 ist f unterhalbstetig in x, d.h. fiir jedes A mit A < f(z) existiert

eine Umgebung U von = mit f(u) > A fiir alle w € U. Sei V' C U eine konvexe
Umgebung von x.

Sy = {z|f(z) < A} ist konvex und es gilt

SyNV =40.
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Da V als offen vorausgesetzt werden kann, gilt sogar

EXHV:Q).

Daraus folgt
T ¢ g/\.
Weiter hat man

fo=inf{ule €5, > A

und mithin

Da ja stets f(z) < fz(z) gilt, erhalten wir die Behauptung. OJ

10
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2 Die Quasikonjugierten beziiglich eines Punkts

Natiirlich sind die Bikonjugierten vom vorigen Kapitel nicht ausreichend, um
eine Dualitét, die der konvexen nahekommen soll, erhalten zu kénnen. Zur Auf-
stellung von Dualproblemen werden einfache Konjugierte benétigt. Die folgen-
den Begriffsbildungen verdankt man CROUZEIX [6].

Ausgehend von SATZ 2.5 (i) erkldren wir

DEFINITION 3.1: Seien f: R* — R, x € R" yc R"

qf (x,y) = nf{f(w)|(w — z,y) > 0}

heifst die G-Konjugierte von f beziiglich x.
Einige Eigenschaften der G-Konjugierten sind im folgenden Satz aufgefiihrt:

SATZ 3.2: Seien f: R* — R, « € R™ Dann gilt:
(i) ¢F (2, ky) = ¢f (x,y), VyeR", Vk>0;

(i) ¢ (2,0) = infy, f(w) < ¢F(z,y), Vye R™

(iii) ¢ (z,) ist quasikonkav;

G

(iv) ay () = ay, (z,) = Q?GG (z,);

(v) 6 () = sup, ¢ ().

Beweis :
(i) und (ii) sind offensichtlich.
(iii) Wegen (i) geniigt es
qf (z,y1 + y2) > min{q7 (z,41), 45 (z,y2)}

Zu zeigen.

Sei € > 0. Geméfs DEFINITION 3.1 existiert ein w € R™, fiir welches gilt:

fw) <qf(z,yi+y2)+e  und  (y1+ye,w—2)>0. (3.1)

Falls (y1,w — x) > 0 ist, so folgt

qf (z, 1) < f(w);
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andernfalls muf§ gelten (ya,w — ) > 0 (sonst erhalten wir einen Widerspruch

zu (3.1)), und mithin:

qf (z,y2) < f(w).

Folglich gilt

min{q7 (z, 1), q7 (z,y2)} < f(w) < qF (z, 91 + 1) + €.

(iv) Wegen f¢¢ < f, < f (vegl. SATZ 2.11) gilt

q‘?(.%? ) 2 qg(l’, ) Z q?GG(xv ')7

und es geniigt

4 (2,) < qfac(z,")

Zu zeigen.
x € R™ sei beliebig aber fest.

Zu jedem y € R™ und € > 0 existiert ein w € R™, so dafs gilt:

€4 (w) < qfoc(z,y) +e  wnd  (w—m,y) >0.

Nach SATZ 2.5 (i) existiert ein v € R™ mit

f(w) < f9% w) + ¢ und (v—w,y) > 0.

Wegen (3.2) gilt (v — x,y) > 0, und somit ist

qf (x,y) = inf {f(u)[(u - z,y) > 0}

< f(v) < f9%w) +¢
S Q?GG (J?,y) + 2e.

(v) folgt sofort aus SATZ 2.5 (i). O
In analoger Weise definiert man:

DEFINITION 3.3: Seien f: R* - R, z € R" y¢€ R".

qf (z,y) = inf{A| sup{(w — ,y)|f(w) < A} > 0}
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heifst die C-Konjugierte von f beziiglich x.

Zwischen den C-Konjugierten und den G-Konjugierten besteht viel Ahnlichkeit
in Bezug auf einige ihrer Eigenschaften; dies verdeutlicht folgender Satz.

SATZ 3.4: Seien f: R* — R, z € R™ Dann gilt:
(i) ¢F (. ky) = ¢F (x,y), Vy e R", Vk>0;

(ii) ¢f (x,0) = infy, f(w) < ¢F (z,y), Yy R™
(iii) ¢f (2, -) ist quasikonkav;

(z,) = qf, (z,") = qfac (. ");
(v) f€C(x) = sup, ¢f (x,y).

Beweis :
(i) und (ii) sind trivial.

(iii) Wir zeigen, dafs fq?(x, -) quasikonvex ist.
Die Definition von q? kann man offenbar wie folgt schreiben:

qf (z,y) = mf{A|0*(y[S\) > (2,v)}-
Seien
A =inf{\6*(y|S\) > (z,9)},
B = inf{\|0"(y|Sx) < (z,y)},

sowie A € A und p € B.
Aus A < p folgt Sy € S, und hieraus der Widerspruch

6" (ylSx) < 6% (ylSu) < (,y).
Es gilt also A > p und zwar fiir beliebige A € A und pu € B.
Somit ist inf A > sup B.
Sei nun g < inf A und somit p & A.

Dann hat man

0" (ylSu) < (z,y),
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d.h. u & B.
Daraus folgt p < sup B, und mithin

inf A <supB

Wir diirfen deshalb schreiben:

g5 (2, y) = sup{Al6* (y|Sx) < (z,9)}-

Also ist

—df (2,y) = —sup{=A[§"(y|S») < (z,9)}
= nf{p|o"(y|S-p) < (z,9)}-

Wir setzen D, = {y|6*(y|S—,) < (z,y)}. Offenbar ist D,, ein konvexer Kegel.
Sei y € Dj.
Ist A < p, so gilt S_,, € S_ und mithin

6 (ylS—p) < 67 (yIS-x) < (2,y),

d.h. y € D, und somit Dy C D,,.
Folglich geniigt D,, der Bedingung (1.4).
Wegen

—q§ (z,y) = inf{uly € D,}

brauchen wir nur noch SATZ 1.8 (iii) zu beriicksichtigen.
(iv)
Aus

ft?ngG qu Sf
folgt

qz(‘ra ) < Q?GG(CL', ) < qz(‘rv ) < qjg(xv )

Es geniigt also q%‘; (z,-) = q?(x, -) zu zeigen.

Seien B
Sy ={z|f(x) <A}, Cy=convSy und C)= ﬂ C,
>\
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Wir haben weiter

qf (z,y) = inf{A sup{(w — ,y)|f(w) < A} > 0}

= inf{A6"(y|Sx) > (=,9)}
= inf{\|§*(y|C)) > (z,9)};

g5, (,y) = inf{A[5*(y|Ch) > (2, 9)};
Angenommen, es gibt ein yy € R™ mit

qj‘c';(xa yO) < qfc(x7y0)

Sei

a5, (x,90) < i < qf (x,90)-

Wegen qJ({; (x,y0) < p existiert ein A < p mit

5 (y0|Cp) > (2. y0).

Aus p < ¢ (,y0) folgt 6*(yo|CL) < (2,%0),

und somit

6" (40|Cx) > 6" (yo|Ch)-
Im Widerspruch dazu folgt aus p > A
8" (yolCx) < 6 (yolCp)-

(v)

15

Es geniigt geméf (iv) quasikonvexe unterhalbstetige Funktionen zu betrachten.

Es gilt (vgl. DEFINITION 3.3):

o (z,y) < f(x) VyeR"

Falls f(x) = inf f(w) gilt, folgt aus (i)

qf (z,y) = f(z)
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Sei nun inf,, f(w) < A < f(z).

Die Niveaumenge S von f ist nichtleer, konvex und abgeschlossen. Da f un-
terhalbstetig in z ist, existiert eine konvexe, kompakte Umgebung V von x, so
daf gilt:

flw) > A YoeV

Das bedeutet V N Dy = (). Daher konnen V ud Sy streng getrennt werden, d.h.

Sgp{(w,y)lw € Sx} < inf{(v,y)lr € V'}

flir ein geeignetes y.

Somit ist
5*(yISx) < (z,y),  also  ¢f(z,y) > A,
und
a5 (z,y) > f(=).
O

Eine einfache Bedingung zwischen der G-Konjugierten und der C-Konjugierten
kann man sofort angeben.

SATZ 3.5: Sei f: R® — R. Dann gilt:

a5 <qf.

Beweis :
Seien z,y € R", A > q?(m,y).

Dann existiert ein w € R™, so daf gilt:

folglich ist

und mithin
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qf (z,y) < \.

Es geniigt eine Bedingung an das Wachstum der linearen Funktionale in Ab-
héngigkeit von den Niveaumengen von f zu stellen, um die Gleichheit von q]?

und q? Zu erzwingen.

DEFINITION 3.6: Seien f: R® — R, m = inf f(x) und M > m.

f heifit M-regulir beziiglich y # 0, wenn fiir alle A,y € Rmit m < A< pu< M
entweder

6% (y[Sx) = +o0

oder
6" (ylSx) < 6" (y[Sy)

gilt.
f heilt M-regular, falls f M-reguldr beziiglich y fiir jedes y # 0 ist.

SATZ 3.7: Fiir beliebiges f : R” — R sind folgenden Bedingungen dquivalent:
(i) f ist M-regulir beziiglich y;

(ii) fq ist M-regulér beziiglich y;

(iii) f; ist M-reguldr beziiglich y

Bewelis :

Seien
By = convS), C)y = convS,,

B=(Bw G=()Cn

n>A n>A

Nach SATZ 1.8 sind {By}rer und {C)}rcr die Familien der Niveaumengen
von fy und f;. Es gilt (vgl. [16]):

6" (ylSx) = 67 (y|Bx) = 67 (y[C). (3-4)

Fiir A < p gilt

EAQBAQBH und 5)\§C)\gcu
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Wir zeigen: (i) = (ii).
Seien A, u € R so gewihlt, dafs
inf fx)=m<A<u<M

erfillt ist.

Im Fall §*(y|Sx) = +oo ist nichts zu beweisen. Sei §*(y|Sy) < +oo. Sei weiter
A< v < p. Wegen (3.4) gilt dann

6" (y|Bx) < 6" (y[Sy) < 6" (y[Sw) < 0" (y|By).
Nach Voraussetzung gilt entweder
5" (y|Sy) = 400
oder
6% (y|Sy) < 6" (ylSy)-
In diesen beiden Fillen hat man

5*(y|By) < 6*(y|By).

(ii) = (iii). Der Beweis ergibt sich wie oben, indem man einfach B, durch C,
und S, durch B, ersetzt.

(i) = (i).
Wir diirfen wieder 6*(y|Sy) < 400 annehmen, wobei m < A < v < p < M sein
moge. Wegen (3.4) erhalten wir

6% (y|Sx) < 6" (y|C,) < 6" (yC) < 8" (ylS),

und da entweder

oder _ _
5" (y|Cy) < 6" (y|Cy)-

gilt, es folgt
0% (y[Sx) < 67 (y[Su)-

O

SATZ 3.8: Sei f: R" — R quasikonvex und M-regulir. Dann gilt:
(i) A > inf f(z) = int Sy # 0;
(ii) f(z) < M = f ist oberhalbstetig in x.

Bewelis :

(i)
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Sei N, = affSy; dann geniigt es zu zeigen N, = R"™. Nach Voraussetzung ist
Sy # 0, also auch N, # 0.

Angenommen, es gilt A, C R™;

dann existieren y # 0 und o € R mit
(y,z) = a, Vo € Ny.
Sei p derart gewélt, dafs
inf f(z) <p <A

erfiillt ist. Dann gilt
(y,l’):a, VIGN“,

und deshalb
6" (y1Su) = 0" (ylSx) = a < +oo.

Da dies der M-Regularitéit von f widerspricht, gilt Ay, = R™ und somit
intSy = riSy # 0.

(i)

Sei f(x) < A < M. Es geniigt offenbar x € intSy zu zeigen.

Sei x ¢ intSy.

Da intS) eine offene nichtleere konvexe Menge ist, existiert nach einem bekann-
ten Trennungssatz (vgl. [17]) ein y # 0 mit

6" (ylSx) = sg}p{(y,w)lw €intSy} < (y, ).

Sei f(x) = p und folglich z € S,,.
Dann gilt

6" (ylSx) = 6% (y[Su) = (y, ).

und mithin

6" (ylSx) = 0" (y[Sy) < o0,

im Widerspruch zur M-Regularitit von f. O

SATZ 3.9: f : R" — R sei M-regulir beziiglich .
Gilt q?(x,y) < M oder f(z) < M, so folgt

a5 (z,y) = ¢f (z,y).
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Bewelis :

Es gilt stets (vgl. SATZ 3.5)

qf (x,y) < qf (z,y) < f().
Sei q?(w, y) < M, und es sei € > 0 so gewdhlt, daf gilt:

q?(x,y) +2 < M.

Aus der Definition von qjc folgt dann

sup{(w — z,y)|f(2) < qf (z,y) +e} > 0.

Wegen der M-Regularitit von f gilt:

sup{(w — z,y)|(z) < qf (z,y) + 2¢} > 0.

Folglich existiert ein v mit

f) <qf (z,y) +2e, (v—x,y) >0;

zusammen mit DEFINITION 3.1 ergibt das
qf (z,y) < qf (z,y) + 2.

Sei q?(w,y) > M aber f(z) < M.

Dann haben wir wegen (3.5)

4 (x,y) = qf (x,y) = f(=).
0

FOLGERUNG 3.10: Sei f : R — R M-regulir. Dann gilt:
(i) f7 ust stetig fiir alle £ mit fz(x) < M;

(ii) q?(m, y) = qf(x,y) fiir alle y € R™ und alle x mit f(x) < M;

(iii) f9%(z) = f,(x) fiir alle x mit f(z) < M;

20

(3.5)
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Beweis :
(i) folgt aus SATZ 3.7 (iii) und SATZ 3.8.
(ii) folgt aus SATZ 3.9.

iii) folgt aus (ii) unter Beriicksichtigung von SATZ 3.2 (v) und SATZ 3.4 (v).
O

Unter gewissen Stetigkeitsvoraussetzungen an f ist die M-Regularitéit auch not-
wendig fiir die Gleichheit von q? und q?.

SATZ 3.11: Seien f : R"® — R oberhalbstetig fiir alle z mit f(x) < M und
y #0.

Gilt q?(m,y) <M = q?(m,y) = q?(a@y), so ist f M-regular beziiglich y.

Beweis :
Angenommen, f ist nicht M-reguléar beziiglich y.
Dann existieren A, 4 € R mit
inf f(z) < A<p< M und 0™ (ylSx) = 6" (y|S,,) < 0.

Fir x mit A < k < p folgt daher

5" (ylSk) = 07 (y[Sx) = " (y|Su) = A < oo.

a) Es existiere ein x € S, mit (z.y) = A. Nach Voraussetzung existiert eine
konvexe Umgebung V' von z, so daf f(w) < p auf V gilt.

Wegen = € V und y # 0 gilt

(z,y) = A <sup{(w,y)|lw € V} <6 (y[Sp).

Das ist ein Widerspruch.
b) Im anderen Fall gilt

Sei x derart, da® (z,y) = A gilt.

Dann ist einerseits

af (2,y) = inf{f (w)|(w —2,y) 2 0} > &
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und andererseits

qf (z,y) = inf{v|0*(y|S,) = (z,y)} < A,

was ein Widerspruch ist. [J

BEMERKUNG 3.12: Die Aussage des SATZes 3.11 ist nicht mehr richtig,
wenn f nicht oberhalbstetig ist, wie folgendes Beispiel zeigt:

Sei f: R — R gegeben durch :

x, fr <0
f(z) = { 14z, sonst.

Dann gilt

Q?(xv 1) = ng(IE, 1) = f(x)a Vz € R,

und dennoch

6%(1]S) = 6°(1]5).



3 DAS QUASISUBDIFFERENTIAL UND DAS TANGENTIAL 23

3 Das Quasisubdifferential und das Tangential

Das Subdifferential einer eigentlichen konvexen Funktion kann man folgender-
mafen erkldren (vgl. [16]):

Of(x) :==A{yl(y, =) = f*(y) = f(2)}.

In Analogie dazu kénnen mit Hilfe der Quasikonjugierten zwei neue Subdiffe-
renzierbarkeitsbegriffe eingefiihrt werden.

DEFINITION 4.1: Sei f : R® — R.
y heiflt Quasisubgradient von f an der Stelle x, falls gilt:

qu(IL',y) = f(l‘)

Die Menge der Quasisubgradienten von f an der Stelle x heifst Quasisubdif-
ferential von f an der Stelle x, und wird durch 9% f(z) bezeichnet. f heifit
quasisubdifferenzierbar in x falls

9% f(x) # 0.

SATZ 4.2: f : R® — R sei quasisubdifferenzierbar in z. Dann gilt:
Hyedfla) <= fla)+ 15, =(xy);

(i) 99 f(2) = {yl(w,y) = (z,y) = f(w) > f(z)};

(iif) 0f (x) € 9% f();

(iv) A€ f(z) = 9C(Af)(z) = 89 f(z) fiir A > 0;

(v) 9% f(x) ist ein konvexer Kegel (eventuell punktiert);
(vi) 0€ 9%f(x) = f(z)=nf f(w);

(vi)) 99 f(2) #0 = f(z) = f99(2);

(vii) f(z) = f99a) = 09f(z) =99 f(a).

Bewelis :

(i) Es bestehen folgende leicht einzusehende Aquivalenzen:

F@) + £G W) = (2,9)
= [(@) + (z,y) — nf{ f(w)|(w,y) = (z,y)} = (z,y)

= f(x) = inf{f(w)|(w,y) > (2.9)} = ¢f (2,9)

— y e df(x).
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(ii) Die Bedingung (w,y) > (z,y) = f(w) > f(z) ist dquivalent zu

f(z) = inf{f(w)|(w,y) = (,y)}-

(iii) Es gilt y € 0f () = f(w) — f(z) > (w — 2,y),

und daraus folgt nach (ii) y € 9% f(x).

(iv) folgt aus (i) und SATZ 2.3 (ii).

(v) Nach (iv) ist 9% f(x) ein Kegel und es geniigt zu zeigen:
y1,y2 € 09 f(z) = y1 +y2 € 99 f ().

Da ¢ (z,-) quasikonkav ist (vgl. SATZ 3.2 (iii)), gilt

Q?(xayl + y?) 2 mln{q?(z7yl)an’G(z7y2)} = f(x)v

und wegen (vgl. DEFINITION 3.1)

q4f (x,y1 +y2) < f(2)

folgt die Behauptung.
(vi) folgt unmittelbar aus der Definition.

(vii) Es gilt offenbar

§ €0 f(x) = qF (2,9) = f(z) = f9°(a) = St;pq?(w,y) > f(a),

und zusammen mit SATZ 2.5 (iii) folgt

f94 ) = f(x).

(viii) folgt aus SATZ 3.2 (iv). O

24

BEMERKUNG 4.3: In SATZ 4.2 (iii) kann auch die strenge Inklusion gelten:

Sei

f@ = {70 " 2

+00, sonst.

Dann gilt 9f(0) = 0, aber 9% f(0) = (—o0,0).
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Vermoge der C-Quasikonjugierten kann man einenn weiteren Typ von Subdif-
ferenzierbarkeit einfiihren (vgl. [6]).

DEFINITION 4.4: Wir sagen, daf y zum Tangential T'f(z) von f (f : R* —

R) an der Stelle = gehort, falls gilt:

a5 (z,y) = f().

Es besteht folgender Zusammenhang:
SATZ 4.5: Seien f : R — R, v € R™. Dann gilt:

Of (x) C Tf(x) C 0% f(x).

Bewelis :

Es gilt
y € 9f(x) = f(w) = f(z) = (w —z,y).
Fiir alle A mit A < f(x) haben wir dann

sg}p{(w —z,y)|f(w) <A} < stip{f(w) —f@)|f(w) <A} =X = f(x) <O0.

Daraus folgt

qf (z,y) = inf{p sup{(w — z,y)|f (w) < u} 2 0} > X,

dh.
qf (x,y) > f(z).

Es gilt offenbar qfc»(x,y) < f(z), und mithin

y€Tf(x).

Sein nun y € T'f(z), d.h. q?(%y) = f(x).
Wegen

a5 (x,y) < ¢f (z,y) < f(2).
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folgt dann

q¢f (z,y) = f(x) dh. yed®f(a).
0

SATZ 4.6: Sei T'f(z) das Tangential von f : R* — R an der Stelle x . Dann
gilt:

(i) Tf (x) ist ein konvexer Kegel (eventuell punktiert);
(i) 0eTf(z) = f(z)=infy f(w);

(iii) Tf(z) #0 = f(z) = fe(@);

(iv) f(z) = fz(z) = Tf(z)="T[sx).

Beweis :

(i) ist eine einfache Folgerung aus SATZ 3.4 (i), (iii).
(ii) folgt aus der Definition von T f(zx).

(iii) Es gilt offenbar

g€ Tf(z) = f(z) = af (x,9) = folx) = [ (x) = Sl;pq?(fv,y) > f(=).

Dei Behauptung ergibt sich jetz aus DEFINITION 1.9.
(iv) folgt aus dem SATZ 3.4 (iv). O

SATZ 4.6a: Seien f: R" — R eigentlich und konvex,
xo € R™ mit f(xg) # inf, f(x) und df (zo) # 0.

Sei K :={y[3A >0 mit Iy € df(xo)}.

Dann gilt:

K =Tf(x0) = 0% f(wo).

Falls f stetig in x ist, gilt sogar
K =Tf(zo) = 0 f(x0).

Beweis :
Seien
A= {z|f(z) < f(zo)}

B:={z|f(x) < f(z0)}
C:={yl(x —x0,y) <0, z€B}.
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Sei y € 0f(xp). Dann gilt

f(zo) < f(z) = (z — 20,y), Vz€R",
und, da f eigentlich ist, f(z) ist endlich.
Offenbar ist A# (. Firz € A, ye€ B, te(0,1) ergibt sich
fly+t(z—y)) <@ =0)f(y) +if(z) < flzo).

Das bedeutet

y—tlr—y) € A, vt € (0,1).
Da A konvex ist, folgt y € A und somit B C A
Weil ja ohnehin A C B gilt, muk A = B sein. Somit gilt
C={yl(@—m0,y) <0, VreA}

also

C 2 0% f(xo).

Andererseits gilt nach Satz 23.7 aus [16] K = C, und, falls f stetig in x¢ ist,
C=KU{o0}.O

SATZ 4.7: Sei f: R" — R eine quasikonvexe Funktion.
(i) Sei y # 0. Wenn fiir alle z, fiir welche f(z) < f(xo) und (x — x9,y) = 0

gilt, ein d € R™ derart existiert, dafs f oberhalbstetig in = beziiglich d ist, und
dariiberhinaus (d,y) > 0 gilt , so ist q?(a:o, -) oberhalbstetig in y.

(i) Gelten die Voraussetzungen von (i) fiir alle y # 0, so ist 9% f(z¢) # ). Wenn
auferdem f(xg) # inf, f(x) erfillt ist, gilt

0% (o) = {yly # 0, sgp{(m — z0,y)|f(z) < f(xo)} = 0}

Bewelis :

(i) Falls q?(zo,y) = f(xo) gilt, so hat man

sup qf (w0, 2) = f9%(x0) = f(0) = qF (20, ),

und q? (z0, -) ist oberhalbstetig in y.
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Sei nun q?(mo, y) +e < f(xp) fiir ein gewisses € > 0. Aus der Definition von q?
folgt, dak ein x existiert, so daf gilt

f(x) ng(ﬂfoay)+€ und (x — zg,y) > 0.

Ist (z — zo,y) > 0, so setzen wir T = x.

Ist (x — x0,y) = 0, so existiert ein d mit (d,y) > 0, so dafs f oberhalbstetig in
x beziiglich d ist, d.h.

fle+td) < qF (wo,y) +e V€0, ko).

Mit Z = x + td haben wir dann

(@) Sq?(zo,y)Jr&? und (Z — zg,y) > 0.

Wegen der Stetigkeit des Skalarproduktes existiert eine Umgebung V' von y mit
(Z — x0,v) > 0 fiir alle v € V, und wir erhalten

q?(llio”l}) Sf(j) Sq?(z07y)+€ Vv e V.
(ii) Seien

A= {a]f(z) < f(z0)}
B = {ylsup{(z —z0.)| «€ A} <O}

Ist A= 0, so gilt 0% f(x) = R™.

Sei A # . Dann kénnen zg und A durch ein nicht identisch verschwindendes
lineares Funktional getrennt werden, d.h. es existiert ein y # 0 mit

(y,z) < (y,20), Vr € A.

Das bedeutet y € B und mithin B # 0.

Es ist leicht einzusehen, daf B D 9% f(x) gilt.
Wir zeigen B C 9% f(x). Sei y € B und y # 0.
Ist q?(mo,y) = f(z0) so gilt y € 9% f (o).

Sei q?(mo, y) < f(xo). Dann existiert ein & mit

(x —20,y) 20 und f(z) < f(zo).

Wegen y € B folgt (z — zo,y) = 0.

Nach Voraussetzung existiert ein d mit
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(y,d) >0 und f(z+td) < f(zg), Vte|0,to].

Mit T = xg + tod hat man T € A, und es gilt

(i' - xOvy) = tO(da y) >0

im Widerspruch zu y € B.
Weil stets ¢ (x0,y) < f(z0) gilt, folgt die Behauptung. O

FOLGERUNG 4.8: f : R" — R sei quasikonvex und oberhalbstetig in jedem
x, fiir welches f(x) < f(zo) gilt.

Dann ist

(i) q?(mo, y) oberhalbstetig fiir alle y # 0;

(ii) 9% f(wo) # 0 und < (x0) = f(zo).

Bewelis :

Die Voraussezungen des SATZes 4.7 sind fiir d = y offenbar erfiillt.

FOLGERUNG 4.9: Sei f : R" — R M-regulir und f(z) < M.

Dann gilt:

(i) fa(zo) = fTC (w0) = folwo);
(ii) Die C-Quasikonjugierte und die G-Quasikonjugierte von f beziiglich x¢ sind
identisch und oberhalbstetig fiir jedes y # 0;

(iii) Falls f quasikonvex ist, so gilt

f(z0) = fa(z0) und T'f(wo) = 0% f (o) # 0.
Wenn dariiberhinaus gilt f(z9) < M, so ist f stetig in .

Bewelis :

(i) fy ist M-reguldr (vgl. SATZ 3.7 (ii)), daher ist f, oberhalbstetig fiir alle =
mit f, < M (vgl. SATZ 3.8 (ii)).

Indem man SATZ 2.7 (iii), FOLGERUNG 3.10 (iii) und FOLGERUNG 4.8 auf
fq anwendet, erhélt man die Behauptung.

(ii) Wird FOLGERUNG 3.10 (ii), SATZ 3.2 (iv), FOLGERUNG 4.8, sowie SATZ
3.4 (iv) auf f, angewandt, ergibt sich die Ausssage.
(iii) Nach (i) gilt

fa(xo) = fq(xo) = f(0) (4.1)
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Da q]? = qf gilt, hat man Tf(z¢) = 9% f(x0), und gemiR FOLGERUNG 4.8
sind diese Mengen nichtleer. Wegen (4.1) und SATZ 1.11 ist f unterhalbstetig
in xg.

Falls f(z¢) < M gilt, ist nach SATZ 3.8 f oberhalbstetig in xg. Folglich ist f

stetig in xq.

O
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4 Eine Beziehung zur p-Konjugation

In den Arbeiten von VOGEL [20], WEISS [21], ELSTER/NEHSE [8], BALD-
FER [1], LINDBERG [13], SEIDLER [19], SCHRADER [18|, sowie KUTATE-
LADSE/RUBINOW [12] wurde ein sehr allgemeines Konzept fiir die Duali-
tat geschaffen, das fast alle bisher bekannten Verallgemeinerungen zu umfassen
scheint.

Seien X und Y zwei beliebige Mengen und sei ¢ : X x Y — R.
Fiir f : X — R betrachten wir Minoranten der Art ¢(-,y) — i, und es sei

m(f) :={(y,pn) €Y x Rlp(w,y) —p < f(z), Vre X}

Man verifiziert leicht folgende Eigenschaften:

(1) (g, ) €m(f) = (y,A) e m(f),  VA>u

(ii) (g, o) € m(f),  pm — p = (y, 1) € m(f).

Somit ist m(f) der Epigraph einer Funktion f® : Y — R, der sogennannten
p-Konjugierten von f. Man rechnet leicht nach:

f(y) = inf{u|(y, n) € m(f)}
= inf{ulp(z,y) —p < f(z), Vze X}
= sgp{s&(w,y) — f(@)}

Es gilt weiter

flx)+ fe(y) > p(z,y) (YOUNG'scheUngleichung),

fe%(z) < f(x) Vo e X.

Falls f#%(x) = f(z) gilt, so nennt man die Funktion @-regulir in .

Es ist wichtig, dal gewisse Eigenschaften von f¥ durch entsprechende Eigen-
schaften von ¢ allein gesichert werden. Insbesondere gilt (vgl. [8])

o(z,-) konvex (Vz € X) = [ konvex;

o(z, ) quasikonvex (Vz € X) = f% quasikonvex;

DEFINITION 5.1: ¢ : X xY — R heifit scharf in 2, wenn fiir alle y € Y, alle
Umgebungen U von xg, alle p € R und € > 0, ein yp € Y und eine Umgebung
V vin x¢ mit V' C U derart existieren, dafs gilt:

(1) ¢(x0,yo) ist endlich;
(i) ¢ (z,90) = ¢(x0,50) < p(z,y) + . Ve & V;
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(iil) ¢(z,y0) < @(wo,y0) +¢ Yz € V;

Diese Eigenschaft von ¢ sichert die p-Regularitét einer breiten Klasse von Funk-
tionen (vgl. [1],[13]).

SATZ 5.2: Sei ¢ scharf in zg. Jede Funktion f, die unterhalbstetig in zq ist
und mindestens eine p-Minorante besitzt, ist -regulér in x.

Beweis :
Falls f(zg) = —o0, gilt die Behauptung trivialerweise.
Seien nun f(zg) > —oo und € > 0.

Wegen der Unterhalbstetigkeit von f in z¢ gilt

f(z) > a =min{f(zo) —5,%}, (5.1)

fiir alle z aus einer gewissen Umgebung U von .
Sei b = ¢(+,7) — i die gegebene p-Minorante von f.

Da ¢ scharf in zq ist, existiert eine Umgebung V' C U uns ein yg, so daf gilt:

w(mayo)iw(x()ayo)Sw(xag)ia+€7ﬂ? vxg‘/v

o(z,y0) < o(xo,90) +¢, VYreV.

Daher hat man
oz, y0) — (p(x0,90) —a+¢) <p(x,y) —p, VgV, (5.2)
‘P(l’;yO) - ((p(x()?yo) —a+ 5) S a, Ve eV. (53)
Seien pg = (x0,y0) — a+ e und h” = ¢(-,y) — po. Offenbar gilt

h'(zg) = a—e, (5.4)

und zusammen mit (5.2) und (5.3) folgt
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Somit ist A" eine Minorante von f, und wegen (5.1) und (5.4) gilt fiir ein hin-
reichend kleines ¢ > 0:

f(xo) = h"(z0) + 2e.

Daraus folgt, dal f(z¢) das Supremum der Werte der ¢-Minoranten von f an
der >Stelle g ist.

Mithin

f22(z0) = Sl;p{w(:co, y) — f?(y)}

= sup{p(zo,y) — pulp = f*(y), we R}
Y,p

= sup{p(zo,y) — p|(y, ) € m(f)} = f(xo).

Y,u

Die Allgemeinheit dieses Konzepts legt natiirlich die Vermutung nahe, dafy man
bei geeigneter Wahl des Kopplungsfunktionals ¢ die Quasikonjugation hier ein-
ordnen kann. Dies ist im folgenden Sinn zu bejahen:

SATZ 5.3: Sei f : R* — R. Es existiert stets ein ¢ : R” x R® — R derart, daf
aus f¢¢ = f(x) die p-Regularitit von f in z folgt.

Bewelis :

Sei

p(a,y) ) inf{ f (w)|(w — z,y) > 0} = ¢f (x,7). (5.5)

Aus g(w,y) < f(a), Va,y € R, folgt

fely) = Sgp{w(aﬁ»y) - f(z)} <0,

und weiter in Verbindung mit SATZ 3.2 (v)

fe2(x) = Sgp{@(ﬂc, y)— f2(y)} > sup o(x,y) = 19 (). (5.6)

Die Behauptung folgt nun wegen
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flz) > f2%(x) > f9C (2).
O

BEMERKUNG 5.4: Natiirlich ist das in SATZ 5.3 gewéhlte Kopplungsfunk-
tional nicht das einzig mogliche (vgl. Kap. 7). SATZ 5.3 ist nicht unbedingt eine
Folgerung aus dem SATZ 5.2, denn nach BEMERKUNG 2.8 kann f¢¢ = f(z)
auch ohne die Unterhalbstetigkeit von f gelten.

BEMERKUNG 5.5: Das im SATZ 5.3 gewéhlte Kopplungsfunktional ist fiir
kein f und kein x € R™ scharf.

Sei g € R™ beliebig aber fest.

Angenommen, es existiert ein f : R* — R, so dak op(z,y) = inf,{f(w)|(w —
x,y) > 0} scharf in z ist.

Sei ¢ > 0. Dann existieren geméff DEFINITION 5.1 eine Kugel U = S(xq,7)
und ein y € R™ derart, daf gilt

o(x,9) < (xo,y) +¢, Vrel,

und
o(z0,y) < 0.

Mithin gilt sup ¢(z,y) < 0.

Zu g, S(r,5) und p < —supp(x,y) existieren gemés DEFINITION 5.1 ein
Yo € R"™ und eine Umgebung V' C S(z, §) von xo derart, dak gilt:

30('7;7 ZUO) - go(x()ayo) < @(xag) + Va g V.
Jetzt sei T derart, dak & € U\V und (Z,y0) > (x0,y0) gilt.
Wegen = ¢ V hat man

@(fa yO) - @(anQO) S @(‘ivg) + Hy Yz ¢ V. (57)

Es gilt weiter

{wl(w, o) = (x0,90)} 2 {wl(w, 0) > (%,0)},

und daher ¢(Z,y0) > (o, Yo)-
Da ¢(z0,yo) endlich ist, erhalten wir

gO(,f, yO) - 90(1705 yO) > 07
und mit (5.7) folgt dann

—1 < o(z,7) < supo(z, 7).

Das ist ein Widerspruch zur Wahl von p. [
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5 Verbindung zur H-Konvexitat

Betrachten wir eine Abbildung ¢ : U xV — R, wobei U und V beliebige Mengen
sind.

DEFINITION 6.1: Seien y € V und ¢ € R. Dannheift

Hf, ., = {x € Ulple,y) < ¢}

der durch y und ¢ bestimmte Halbraum in U.

DEFINITION 6.2: C C U heifst p-konvex, wenn gilt

_ ®
C= U H(yVC)'
CcHé@

Wir wollen zeigen, dak die H-Konvexitdt (vgl. [12]) zur oben definierten -
Konvexitit in gewissem Sinn dquivalent ist.

Sei y ein vollstéindiger Verband 3 mit dem kleinsten Element —oco. Seien H C
XCY und —c0o & H.

DEFINITION 6.3:

p € X heifit H-konvex, wenn p = sup S fiir irgendein S C H.
SATZ 6.4: Y sei ein vollstdndiger Verband, H C X C Y und —oco € H.
Es existieren eine Mengenfamilie 7 C P)Y'), eine Bijektion ~ : ¥ — F und eine

Abbildung ¢ : X x H — R derart, daR gilt:

p € X H—konvex <= k(p) € {¢—konvex.

Bewelis :

Seien

3Gemeint ist eine halbgeordnete Menge, in welcher jede Teilmenge ein Supremum und ein
Infimum besitzt. Das Element ' heoft Supremum von X, falls z’ > z fiir alle z € X, und aus
z > x fiir jedes x € X, z > 2’ folgt. Das Infimum ist entsprechend erklirt.
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Ap={y €Yy > p},
F:={A4,lpeY}, k(p) == A,.

K ist eine Bijektion, und es gilt

pgeqq <= £(p) € k(q)- (6.1)
Um das zu zeigen, bemerken wir zunéchst, daft x nach Konstruktion surjektiv
ist. Weiter gilt:

infA,=p (6.2)

Wiire nun p # ¢ und A, = A, so hétte man nach (6.2) den Widerspruch p = q.
Somit ist x injektiv.

p > q zieht offenbar Ap C A, nach sich.

Sei nun Ap C A,. Dann gilt inf Ap C inf A;, und wegen (6.2) p > q.

Somit ist (6.1) erfiillt, woraus folgt:

Kk(sup S}t = ﬂ k(s) = sup k(s),

seS

k(inf S} = U k(s) = inf k(s),

sesS

Sei jetzt ¢ : X x H — R folgendermafen definiert:

_J oo fr x € k(v),
pla,v) = {+oo sonst.

Dann gilt

Sei nun p € X H-konvex. Dann existiert ein S C H mit p = sup S. Mithin hat
man

o) = als) () HE.

seS (s,c)ESXR
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d.h. k(p) ist p-konvex.
Sei k(p) ist ¢-konvex. Dann gilt

fiir geeignetes I' C H x R.
Mithin hat man

und folglich

p = sup(pr;I').

Jetzt ergibt sich die H-Konvexitdt von p, weil es gilt:

pryI'e H.
O

BEMERKUNG 6.5: Der Ubergang von ¢-konvexen Mengen zu ¢-konvexen
Funktionen vollzieht sich wie iiblich iiber den Epigraphen:

Sei ®(z,y,7) = ¢(x,y) =7, 7v€R
f heiflt p-konvex, wenn epif ®-konvex ist.

Dies ist #quivalent zu p-Regularitdt (vgl. Kap.5), denn es gilt (vgl. [18]):

f p—konvex <= f = f*¥¥.
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6 Die Dualitat quasikonvexer Probleme

Das Schema der Dualitdt konvexer Probleme nach ROCKAFELLAR und JO-
LY/LAURENT sei hier zunéchsr kurz skizziert, da es als Vorbild dienen soll.

Seien X =R", U=R™und f: X — R.

Wir betrachten das Minimierungsproblem

(P) f(z) - min, =€ X,
und nennen es Primalproblem.
Sei a = inf{f(z)|z € X}.
Sei F: X xU — R mit F(z,0) = f(z), =¢€X.
h(u) = inf{f(x)|z € X} heikt Empfindlichkeitsfunktional von (P).
Offenbar gilt o = h(0).

Die zweifache FENCHEL-Konjugierte h** von h ist eine konvexe unterhalbste-
tige Funktion, und es gilt h > h**.

8 = h**(0) kann als Optimalwert eines konkaven Maximierungsproblem darge-
stellt werden, weil gilt:

8 = sup{(0,u) = " (u)} = sup{~h" (u")},

(D) —h*(u*) —» max, u*eU,
heift Dualproblem zu (P).
Es gilt
B =h"0) <h(0)=a (schwacherDualittssatz).

Ist h konvex und unterhalbstetig in 0, so gilt wegen h**(0) = h(0)

8=« (starkerDualittssatz).

Ist M = {u*|8 = —h*8u*)} die Losungsmenge von (D), so gilt

M = 0h™(0).
Durch Verwendung von Quasikonjugierten beziiglich des Nullpunkts gelangt
man zur Dualitit fiir quasikonvexe Probleme (vgl. [4], [9]).

Sei
ha(y) = a5 (0,y) = inf{h(w)|(w, y) > 0}
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die G-Konjugierte von h beziiglich 0 sowie
he(y) = gy, (0,y) = inf{u] sup{(w, y)| f(w) < 0}geq0}

die C-Konjugierte von h beziiglich 0.

Wir formulieren folgende Maximierungsprobleme

(Dg) — hg(u*) = max, u* €U,

(De) — ho(u*) - max, u* €U,
Nach SATZ 3.2 (iii) und SATZ 3.4 (iii) stellen Dg und D¢ zwei quasikonvexe
Optimierungsprobleme dar.
Seien B¢ = sup,« hg(u*) und B = sup,- ho(u*).
Es gilt folgende Dualitétsbeziehung (vgl. FOLGERUNG 2.14)

B =h*(0) < B = h™(0)8 = h**(0) < a = h(0) (7.1)

(schwacher Dualitétssatz fiir (P), (Dg), (D¢) und (D)).
Sei Mg bzw. M¢ die Losungsmenge von (Dg) bzw. (D¢).

SATZ 7.1: Es gilt

(i) Mg = 09h%%(0) und Mo = Th¢“(0);
(i) Bg =a = Mg =0%h(0);

(iii) Boe =a = Mc = Th(0);

Bewelis :

(i) folgt aus SATZ 3.2 (iv) und SATZ 3.4 (iv). (ii) und (iii) folgen entsprechend
aus SATZ 4.2 (viii) und SATZ 4.6 (iv).

O

SATZ 7.2 (starker Dualititssatz): Das Empfindlichkeitsfunktional h sei
quasikonvex.

(i) Falls fiir jedes u* # 0 und fiir jedes u mit h(u) < a und (u,u*) = 0, ein
d mit (d,u*) > 0 derar existiert, daf h oberhalbsstetig in u beziiglich d ist, so
gilt: a = Bg, hg ist oberhalbstetig in jedem u* # 0, und wenn aufierdem A sein
Minimum in 0 nicht erreicht, gilt weiter Mg = {u* # 0| sup, {(u,u*)|h(u) <
a} <0}

(ii) Ist h unterhalbstetig in 0, so gilt

a = g = Bc.
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(iii) Ist h M-reguldr mit M > «, so gilt

a = fc.
hg und he sind identisch und oberhalbstetig fiir jedes u* # 0;
h ist unterhalbstetig in 0, Mg = M¢c # 0;
gilt auferdem noch a < M, so ist h stetig in 0,

Beweis :

(i) folgt aus dem SATZ 4.7 (ii).

(ii) folgt aus SATZ 1.11 und SATZ 2.11.

(iil) ist einfach FOLGERUNG 4.9 fiir den Fall f = h, 2o = 0. O

BALDER [1] gibt eine Erweiterung der Konstruktion der konvexen Dualitét fiir
nichtkonvexe Probleme mit Hilfe von ¢-Konjugation an.

Wir beniitzen zunéchst ein beliebiges Kopplungsfunktional

v : U x VtoR mit »(0,y), yeV,

und erhalten als Dualproblem zu (P):

(Dy) — h¥(u*) — max, u*eU.

Fiir 3, = sup,.{—h?¥(u*)} gilt offenbar

By = h¥"(0) < h(0) = (schwacherDualittssatz).

Fiir den Fall, daft h beschrénkt ist, wihlen wir
Dann gilt (vgl. (5.5))
h¥¥ (x) = sup{t(z,y) — sup{(w,y) — h(w)}}
y w
o« G . G
= sup{qy, (z,y) — sup{qy (w,y) — h(w)}}
Y w

= 1% (z).

Somit &kt sich (5.6) wie folgt schreiben:
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R¥(z) > K9 (z)
und die Dualitatsbeziehung (7.1) bekommt die Gestalt:

B =n"(0) < B = h“(0) < Ba = h9(0) < By = h¥¥(0) < a = h(0).

Wahlen wir andererseits

0 fr (z,y) >0,
—00, sonst,

(o) = {

erhalten wir

RY1 (y) = Slip{%(% y) — h(z)}
= _ 12f{h(m)|(m,y) >0}

= ~haly), h*(0) = sup{=h* ()} = K9 (0)

Lo(x,y) = sup,{¢(u,y) — F(z,u)} heifit verallgemeinerte LAGRANGE-
Funktion fiir das Problem (P).

Insbesondere hat man

Ldil (:177 y) = Slip{fF(I, u)|(u7 y) > 0} (74)

Folglich gilt der bekannte Zusammenhang zwischen Dualitétssidtzen und Sattel-
punktsétzen (vgl. [13],[18]) auch fiir das Dualpaar (P) — (D¢) mit der verallge-
meinerten LAGRANGE-Funktion (7.4).
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7 Hinreichende Bedingungen fiir quasikonvexe
Probleme

Esseien X =R", U=R™und f: X — R.
(P), F, h, hg seien definiert wie im Kap. 7.

CARATHEODORY [3] hat zur Herleitung von hinreichenden Bedingungen fiir
klassische Variationsprobleme gewisse K-Funktione beniitzt. In [10] ist diese
Methode weitgehend auf Optimierungsprobleme angewandt worden. Im Folgen-
den werden unter Verwendung von Quasikonjugation entsprechende Resultate
fiir quasikonvexe Optimierungsprobleme bewiesen.

DEFINITION 8.1: Die Funktion ¢ : X — R heikt K-Funktion von (P) in g,
falls gilt:

(i) f(wo) = c(wo),
(ii) e(x) = ¢(xo) Vz € domf,
(iii) f(x) > c(x) Vo e X.

SATZ 8.2: Existiert eine K-Funktion von (P) in zg, so ist ¢ eine Losung von
(P!

Bewelis :

Definitionsgemaéfs gilt

f(x) = f(xo) > c(z) — c(zg) >0 Vo € X.
O

Es is klar: wenn ¢ K-Funktion von (P) in zg ist, so ist sie es auch in jeder
anderen Losung von (P). Deshalb spricht man einfach von der K-Funktion von

(P).

Fiir Optimierungsprobleme mit quasikonvexer Empfindlichkeitsfunktion erhal-
ten wir:

SATZ 8.3: Die Empfindlichkeitsfunktion von (P) sei quasikonvex. Folgende
Asussagen sind dquivalent:

(i) wo ist eine Lésung von (P) und y € 9%h(0);

(ii) e(z) :== f(z) + f(xo) — inf, {F(z,w)|(w,y) > 0} ist eine K-Funktion von
(P) in zo.
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Beweis :
Sei W(z) = inf, {F(z, w)|(w,y) > 0} .
Es gilt (vgl. Kap. 7)

ha(y) = inf{h(w)|(w,) > 0}

inf{inf F(z,w)|(w,y) > 0}

w x

infinf{F(z, w)|(w,y) > 0}
ing(m)
(i) = (1)

Wegen SATZ 8.2 ist xy eine Lésung von (P).

Da c eine K-Funktion von (P) ist, gilt weiter:

W(x) = f(x) — c(x) + f(zo) > f(zo) = h(0) Vz € X,

und mithin

ha(y) = inf W(x) > h(0).

Da stets ha(y) < h(0) gilt, erhalten wir
ha(y) < h(0) , d.h. y € dgh(0).

(i) = (i)

Fiir y € dgh(0) folgt

h(0) = haly) = inf W(x). (8.1)

Daher gilt
h(0) =< W(xo) < F(x0,0) = f(z0) = h(0) (82)

und somit
c(xo) = f(xo) + h(0) — h(0) = f(zo) (8.3)

Weiter hat man geméf (8.1)
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() ~ f(@) = Flao) + W(x) < h(0) — inf W(z) = 0 (8.4)

und auflerdem wegen (8.2)

—~

c(w) = c(xo) = f(z) = W(z) — f(x0) + W(w0)
= f(z) = W(x)
> f(x) — F(x,0) = 0.

Aus (8.3), (8.4) und (8.5) folgt die Behauptung. [

BEMERKUNG 8.4:

Nach SATZ 8.3 wird das Problem der Konstruktion einer K-Funktion auf die
Bestimmung von Quasisubgradienten der Empfindlichkeitsfunktion in 0 redu-
ziert. Nach SATZ 7.1 ist das Aquivalent zur Bestimmung von Losungen des
Dualproblems

hg(u*) — max, u* eU.

Wir wollen nun eine einfache hinreichende Bedingung fiir die Quasikonvexitit
der Empfindlichkeitsfunktion angeben.

SATZ 8.5: Sei F: X x U — R mit F(z,0) = f(z) quasikonvex.

Dann ist h(u) = inf, F(z,u) quiasikonvex.

Beweis :
Seien uy,us € U und ¢ € R mit h(uy) < ¢, h(uz) < .

Es geniigt offenbar zu zeigen

h(tur + (1 —t)ug) < ¢ Vte[0,1].

Nach der Definition von h existieren 7 und x5 mit

F(z1,u1) < ¢ und F(xo,uz) <

Wegen der Quasikonvexitit von F' gilt nun:

h(tu1 + (1 — t)’u,g) < F(txl + (1 — t)l’g,tul + (1 — t)’u,g) < C
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8 Anwendungen bei Vektoroptimierungsproble-
men

Seien X = R",Y = RPund U =R™.
Y sei mit folgender Halbordnung versehen:
r>y <= x;>vy, =12 ..,p.

Wir vereinbaren:

x>y <= x>y, undzr#y.

Seien F :— Y, G C X und wir betrachten folgendes Vektorminimierungspro-
blem:

(P) F(z) - min, =z € G,

Unter der Losung von (P) wollen wir verstehen die Bestimmung einer effizienten
Losung, d.h. eines g € G, fiir welches gilt:

Ar e G mit (F)(z) < (F)(zo)-
Seibe X mit b; >0:i=1,2,...,p.
Wir betrachten
(P") (b, F(x)) — min, =z € G,
Wegen © > y = (b,z) > (b,y) liefert jede Losung von (P’) eine effiziente

Losung von (P). Ein skalares Optimierungsproblem mit dieser Eigenschaft heifst
Ersatzproblem fiir das Vektooptimierungsproblem (P).

Seid:U — R.

(D) d(y) > max, yeU,

sei ein Dualproblem zu (P’).
SATZ 9.1: Sei yo € U. Jede Losung der Ungleichung

(b, F(x)) - d(yo) <0 (9.1)

Bewelis :

Sei x eine Lésung von (9.1).
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Da D’ eind Dualproblem zu P’ ist gilt

(b, F(x)) > d(yo) fralle ze€G.

Somit ist (b, F(x)) > (b, F(z0)) fir alle

x € G, d.h. g ist eine Losung von (P’). Da (P’) ein Ersatzproblem fiir (P) ist,
stellt xq eine effiziente Losung von (P) dar. O

Wir wollen uns dem Spezialfall zuwenden, da f(x) = (b, F(z)) eine quasikonvexe
Funktion ist und der zuléssige Bereich G die Form hat

G={zr e Xlgj(x) <0, j=1,2,..,5s},

wobei g; : X — R quasikonvexe Funktionen sind.

Sie F': X x R™ — R gegeben durch:

Fz,u) = f(z), fallsgj(z+u;) <0, j=1,2,..,s (9.2)
’ +o0 sonst.

Sei F(z,u) < F(y,v) < 400, d.h. f(z) > f(y) < +o0 und

gi(x+u;) <0, gi(y+v;) <0, j=12, ..,s

Nach Voraussetzung gilt fiir alle ¢ € [0, 1]:
fle+t(y —x) < fy),
glx+tly —z) +uj +t(vju)) <0
Mithin
Flr+t(y —2),u+t(v—u)) < f(y) < Fly,v),
d.h. F ist quasikonvex. Sei

h(u) = inf F(z,u). (9.3)

x

Nach LEMMA 8.5 ist dann h quasikonvex.

Man rechnet leicht nach:
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hG(y) = th(O7y) = 1nf{f(z)|(u,y) > ngj(x + uj) <0, j=1L2 ’5} (94)

Wir betrachten folgendes Dualproblem zu (P’):

(D) haly) — max, yeR™.

SATZ 9.1: F,h,hg seien definiert geméf (9.2), (9.3), (94). f: X — R, g;
X — R seien quasikonvex und es moge ein z € |J;_, ri{z|g,(z) <} existieren.

Fir a = inf{f(z)|g;(z) < 0, j =1,..,s} und M > « gelte weiter f sei
oberhalbstetig fir alle x mit f(z) < M.

Mit B¢ = sup, ha(y) gilt dann:
(D) besitzt eiene Losung, o = B¢ und hg ist oberhalbstetig fiir alle y #£ 0.

Bewelis :

Es geniigt zu zeigen, dafs h die Voraussetzungen des SATZes 6.2 erfiillt, d.h.
daf fiir alle y # 0 und h(u)a ein d derart existiert, da® (d,y) > 0 gilt und h
oberhalbstetig in u beziiglich d ist.

Sei also h(u) < o und (y,u) = 0.
Fiir jedes A mot h(u) < A < « existiert ein z, so dafs gilt
f(z) <A und gi(x+u;) <0, j=12,..,s.

Ausz € int{z|g;(x) < 0} folgt

gilz+u; +t(T —xz—uy;)) <0, ¥Vtel0,1], j=12,..,s (9.5)

Folgende File sind moglich:
1. (z — z — uj,,y;,) > 0 fiir ein jo € {1,2, ..., s}.
Sei d = (dy,ds, ...,ds)T gegeben durch:

diy=T—z—uj, di=0 fr i#ip.

Dann ist (d,y) > 0 und fiir alle ¢ € [0, 1] gilt

gi(x+uj+td;) <0, j=1,2,..,s.

Daraus folgt

h(u+td) < F(z,u+td) = f(z) < A,
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d.h. h ist oberhalbstetig in u beziiglich d.
2.(Z — x — u;,y;) = 0 fiir alle jo € {1,2, ..., s}.

Da y # 0 ist, existiert ein 41, so daf y;, # 0 gilt. Da Jint{z|g;(x) < 0} eine
Umgebung von Z ist, existiert ein & € |Jint{z|g;(z) < 0} mit (& —x—u;,,ys,) >
0.

Wir wahlen

dh:i‘—x—uil dZZO fr i?éil

und schlieffen wie im 1. Fall.
3. —x—wu;,y;) <0firi=1,2,...,s und (T — = — uj,,yj,) < 0.

Dann gilt wegen (u,y) =0

(z -, Z yi) < 0. (9.6)

Da f oberhalbstetig in x ist, existiert ein tg € (0,1), so daf gilt:
flz+2t(z —x)) < A, vt € [0, to].
Wegen (9.5) gilt
gz +2t(z —x) +u; +t(z — 7 —u;)) <0, i=1,2,..s.
Mit d; # x — T — u; folgt dann wegen (9.6) und (u,y) =0

(d,y) >0

sowie fiir alle ¢ € [0, ¢

hu+td) < F(z+2t(Z — z),u+td) = f(x +2t(T — ) < A,

d.h. h ist oberhalbstetig in u beziiglich d. (J
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